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Estimado estudiante:

Inicias un nuevo ano escolar, una oportunidad para consolidar lo aprendido y alcanzar
nuevas metas.

Este libro ha sido preparado para acompaiarte en ese camino y refleja nuestro
compromiso de transformar el sistema educativo mediante la reforma educativa Mi
Nueva Escuela, para que recibas aprendizajes de calidad en escuelas dignas y seguras.

En sus paginas encontraras la oportunidad de aprender sobre el dlgebra y las funciones
reales, el estudio de la geometria euclidiana y analitica, asi como el analisis y la
interpretacién de datos utilizando diferentes tipos de variables. Cada apartado ha sido
disefiado para ayudarte a descubrir nuevos conocimientos, aplicarlos en situaciones
reales y desarrollar competencias que te preparen para enfrentar con éxito los retos de
la vida escolar y personal.

Estos materiales no solo te ofrecen contenidos, también te invitan a reflexionar, a
participar activamente y a crecer como estudiante y como salvadorefio comprometido
con el futuro. También recuerda que la disciplina, el orden, la cortesia y el respeto hacia
tus compafieros y docentes son pilares para que tengas una formacién integral.

El camino del aprendizaje esta lleno de alegrias, desafios y satisfacciones. Te animo
a recorrerlo con entusiasmo, constancia y compromiso, por ti, por tu familia y por el
nuevo El Salvador que estamos construyendo, paso a paso.

Confio en que tu dedicacidn dara resultados cada dia, acercandote mas a tus suenos.

Karla Edith Trigueros
Capitdn y Doctora
Ministra de Educacion, Ciencia y Tecnologia



Presentacion del libro

Segunda edicion
En la presente edicidn se han incorporado las sugerencias y observaciones brindadas por los docentes
de tercer ciclo del sistema educativo nacional.

Iconos
La letra P representa el Problema inicial. En el primer momento de cada clase, el estudiante
debe pensar una solucién a partir de una situacion problematica la cual permite introducir el
contenido que se va a desarrollar.

La letra S simboliza la Solucién. En este segundo momento, el texto propone una o varias
formas de resolver el problema planteado.

( : Con la C de Conclusiodn se llega a la explicacién del contenido. Aqui se relacionan los momentos
Py S para explicar con lenguaje matematico la finalidad del contenido.

La letra E representa un ejemplo. A veces es necesario presentar un problema adicional,
gue permita consolidar el contenido de la clase.

El [dpiz representa la seccion de problemas y ejercicios.

Informacion complementaria

En el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los contenidos, como presaberes,
pistas, informacién adicional como historia de la matematica, esto se representa con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista ..
adicional

El Dr. Alberto Sanchez, un matematico salvado-
refio del siglo XIX, describié una curva que él
llamo la cornoide, este fue uno de sus trabajos

En la informacién adicional donde aparezca
la imagen del Dr. Alberto Sanchez, es por-
que se presenta historia de la matematica mas relevantes como matematico.

Esta curva aparece en la contraportada de este

izaje. i
como un recurso de aprendizaje Alberto Sénchez (1864-1896) libro.

Distribucion de las clases

El libro estd compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes lecciones y cada
leccidn esta compuesta por distintas clases. En la numeracién del titulo de cada clase, el primer nimero
indica la leccion y el segundo indica la clase. Por ejemplo, el titulo de la clase 6 de la leccién 2 de la uni-
dad 1 de este libro se representa de la siguiente manera:

Indica el numero de leccidn

2.6 Combinacion de productos notables

Indica el niumero de clase

El nimero de la unidad aparece en una etiqueta morada en la parte lateral de las paginas impares.
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Multiplicacion de
polinomios

La palabra “dlgebra” procede del arabe al-jabr, un término em-
pleado por Al-Juarismi, matematico arabe nacido alrededor del
825 a.C,, sus libros sobre aritmética y algebra jugaron un papel
muy importante en el desarrollo histérico de la matematica. Su
obra principal es el Hisab al-<abr wa’l mugqabala, que significa
“ciencia de la transposicion y la reduccién”, donde el término
“la-yabr” se convirtio en “adlgebra”, sinénimo de la ciencia de las
ecuaciones.

Unidad

AT e LT A

\ P o, T

o

En el libro Il de Los elementos del griego Euclides se explora la
llamada algebra geométrica, justificando con argumentos geo-
métricos distintas expresiones algebraicas.

..
ENCT N

Pdgina del libro escrito por
Al-Juarismi.

Por ejemplo, la proposicion 4 dicta de la siguiente forma: si se
corta al azar una linea recta, el cuadrado construido sobre el ab b?
todo es igual a los cuadrados construidos sobre los segmentos
mas el doble del rectangulo formado. La visualizacion grafica de
este enunciado es la que se muestra en la imagen de la derecha.

El estudio mas profundo del algebra permitio el desarrollo de la
matematica actual y la explicacion de principios fundamentales

) . ; . ., . . . Visualizacion geométrica de
simplificando los calculos en ingenieria, ciencia computacional, 4, roposicién 4 del libro 2 de
matematica, fisica, biologia, economia y estadistica. Los elementos de Euclides.

En el abordaje de esta unidad desarrollaras productos de polinomios por polinomios, ade-
mas de utilizar los productos notables y métodos geométricos para factorizar expresiones
algebraicas.



1.1 Multiplicacion de monomio por binomio

I Encuentra de dos formas diferentes el area del rectangulo formado por las siguientes piezas.

I’I
'II
X En potenciacién se cumple que
! axa=a?
‘\\
S e TN I \ ~1’/
S 1 \
Primera forma:
. . Un polinomio es una expresion algebrai-
La altura del rectdngulo es x, mientras que su base es: P c el g
ca formada por un término o por la suma

x+x+1=2x+ 1. El area del rectangulo formado por las tres 4. 4os 0 mas términos. Un monomio es el

piezas es: x(2x + 1). polinomio formado por un solo término.

Segunda forma:
Dividiendo el rectangulo en tres piezas y obteniendo sus areas respectivas:

La suma de las areas de cada pieza es:

/

~

x2

\
\
x2 x| x X2+ %+ x =2+ X.
!
’/I

U
P

Por tanto, el area del rectangulo también es: 2x?+ x.

-
-

----- X-===""" \““--x-—-"’ ‘~1~
En las dos formas mostradas se encuentra el drea del mismo rectangulo, podemos decir, por tanto:

x(2x + 1) = 2x°+ x.

Realizando el producto:
Lo anterior también pudo encontrarse algebraicamente multiplicando x por cada uno de los términos

del polinomio 2x + 1: x(2x + 1) = x(2x) + x(1)
=22+ x )

S

C En el producto de un monomio por un binomio, el primero se multiplica por cada uno de los términos
del segundo, teniendo en cuenta la ley de los signos. Por ejemplo:

A este proceso se le llama:
desarrollo.

2x(3x + 4) = 2x(3x) + 2x(4)

= 6x° + 8x
®Desarrolla los siguientes productos:
a) 2x(x-y) b) (xy - ¥)(-2x)
2x(x = y) = 2x(x)- 2x(y) (xy = ¥)(=2x) = xy (-2x) -y(-2x)
= 2x2 - 2xy = =2x’y - (-2xy)

=-2x*y+ 2xy

1. Dibuja el rectangulo formado por las siguientes expresiones algebraicas y encuentra el drea que re-
sulta al dividir las piezas.

a) x(3x +2) b) 2x(x +y)
2. Desarrolla los siguientes productos:
a) —x(xy +x) b) -3y(x-y) c) (xy +x)xy d) xy(xy +x+y)



1.2 Binomio por binomio, parte 1

I Encuentra de dos formas diferentes el area del rectangulo formado por las siguientes piezas.
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S Primera forma: La altura del rectangulo es y + 1y su base es x + 1. Entonces, el drea buscada es el pro-
ducto: (x + 1)(y + 1).

Segunda forma:
Dividiendo el rectdngulo en piezas y obteniendo sus areas respectivas:

-

! La suma de las dreas de cada pieza es:
xy x| |\\ Y —/[.1 xy+x+y+1.
rooTT YT Por tanto, el area del rectadngulo también es:
xy+x+y+1.

S S

,
]
Y
~—
Nuv:

En las dos formas mostradas se encuentra el area del mismo rectangulo.

Al polinomio formado por dos

Por tanto: (x * 1)(y * 1) =xy+x+y+1 términos se le llama: binomio.

Realizando el producto:
Lo anterior puede encontrarse multiplicando cada término del primer binomio por cada uno de los
términos del segundo, es decir: (x+ 1)y +1)=x(y) +x(1) + 1(y) + 1(1)

=xy+x+y+1

N

En el producto de un binomio por otro binomio se multiplican cada uno
Oi de los términos del primero por cada uno de los términos del segundo,
l, ac ad | tenjendo en cuenta la ley de los signos.

Y| be bd
__________ Iy (a+b)c+d)=ac+ad+bc+bd

Desarrolla el producto: (2xy + x)(3y + 2)
(2xy + x)(3y + 2) = 2xy(3y) + 2xy(2) + x(3y) + x(2)

— nyz +4xy + 3xy + 2% Los t.ermlnos 4xy_y 3xy son semejantes, pues tienen
la misma parte literal xy. Para sumarlos, se suman
= 6xy> + 7xy + 2% sus coeficientes 4 y 3, conservando la parte literal.

Por lo tanto, (2xy + x)(3y + 2) = 6xy> + 7xy + 2x.

Desarrolla:
a) (2x+1)(y + 1) b) (2x + 3)(3y + 2) c) (xy +3x)(y + 1)

d) (2xy + 3y)(3x + 5) e)(x+1)(x+y) f) (2x + 3)(x + y)



1.3 Binomio por binomio, parte 2

P

Desarrolla el producto: (2x - 1)(y + 3).
La resta a — b puede escribirse como una
suma:
a-b=a+(-b)

S

Se debe tener en cuenta el signo (-) del primer binomio. El producto puede desarrollarse de las siguien-
tes formas:

1. Se escribe 2x — 1 como una suma: 2x + (-1). El producto se desarrolla como en la clase anterior:

(Qx-1)(y+3)=[2x+ (-1)](y +3)
|

= 2x(y) + 2x(3) + (-1)(y) + (-1)(3)
=2xy + 6x + (—=y) + (-3) @ @
=2xy+6x—y-3 Vo®

2. Setomay + 3 =wy se desarrolla como el producto de un binomio por un monomio:

(2x - 1)(y + 3) = 2x(w) - 1(w) Tomando w = y+3,
=2x(y+3)-(y+3) sustituyendo nuevamentey + 3 = w,
=2xy+6x-y-3.

Por lo tanto, (2x - 1)(y +3) =2xy + 6x -y - 3.
\

C Para resolver el producto de un binomio por otro se puede hacer de 2 formas:

1. Se escribe a - b =a + (-b) y luego se desarrolla el producto.
(@a-b)(c+d)=[a+(-b)] (c+d)
=ac+ad +(-b)c+ (-b)d
=ac+ad + (-bc) + (-bd)
=ac+ad—-bc—bd

2. Setomac+d =wy se desarrolla como el producto de un binomio por un monomio.

®Desarrolla: (3x-5)(2y - 4).

Se escribe el primer término como 3x + (-5) y el segundo término como 2y + (-4):
(3x - 5)(2y - 4) = [Bx + (-5)1[2y + (-4)]

=3x(2y) + 3x(-4) + (=5)(2y) + (-5)(-4)
=6xy -12x - 10y + 20

Por lo tanto, (3x — 5)(2y - 4) = 6xy - 12x — 10y + 20.

Desarrolla:
a) (x+1)(y-1) b) (x - 1)(y - 1) c) (2x +2)(-y +2)

d) (-x - 2)(2y - 3) e) (xy - x)(y + 10) f) (2xy - y)(5x - 3)



1.4 Binomio por trinomio

p

Desarrolla el producto: (x + 2)(xy +y + 1). El polinomio xy + v + 1 se llama trinomio, ya que posee
tres términos, (x + 2)(xy + y + 1) es el producto de un
binomio por un trinomio.

El producto puede desarrollarse de las siguientes maneras:
1. Multiplicando cada término del binomio por cada uno de los términos del trinomio:
(x+2)(xy+y+1)=x(xy) +x(y) + 2(1) + 2(xy) + 2(y) + 2(1)
=Xy +xy +x+2xy+2y +2
(x+2)(xy+y+1)=x*y+3xy +x+2y+2
2. Setomaxy+y+1=uw,y sedesarrolla como el producto de un binomio por un monomio:
(x+2)(xy+y+1)=(x+2w 1
=x(w) + 2(w) Tomandoxy+y+1=uw,
=x(xy+y+1)+2(xy+y+1)
=X’y +xy+x+2xy+2y+2 sustituyendo nuevamente.
=X’y +3xy+x+2y+2

Porlotanto, (x+2)(xy+y +1)=x%y +3xy + x + 2y + 2.
§

C

El producto (a + b)(c + d + e) puede realizarse de dos formas:
1. Multiplicando cada uno de los términos del primero por cada uno de los términos del segundo, te-
niendo en cuenta la ley de los signos:

Luego de desarrollar un
producto de polinomios,
(a+b)(c+d+e)=ac+ad+ae+ bc+bd+be siempre hay que reducir

%f‘/ términos semejantes.

2. Setomac+d +e=wy se desarrolla como el producto de binomio por monomio.

®Desarrolla (2x - 1)(2x =y + 3) de las dos formas dadas en la conclusion.
1. Primero, se escribe 2x-1=2x+ (-1)y2x-y+3=2x+(-y) + 3:
(2x - 1)(2x -y + 3) = (2 + (-1))(2x + (-y) + 3)
= 2x(2x) + 2x(-y) + 2x(3) + (-1)(2x) + (-1)(-y) + (-1)(3)
=4x*-2xy +6x -2x+y-3
(2x-1)(2x-y+3)=4x’-2xy +4x +y -3
2. Sesustituye w =2x -y + 3:

(2x-1)2x-y+3)=(2x-Nw Tomando w =2x -y + 3,
=2x(w) ~w
=2x(2x -y +3)-(2x -y +3) sustituyendo nuevamente.

=4x?-2xy +6x - 2x+y-3
(2x-1)(2x-y+3)=4x>-2xy +4x +y-3

Desarrolla de la forma que mds se te facilite:

a) (2y +1)(2xy - 3x + 1) b) (2xy - 3)(5x + 3y + 4) c)(2x -3)(x-y-4)



1.5 Trinomio por trinomio
Desarrolla el producto: (x =y + 1)(x +y + 3). o o
¢Deben multiplicarse cada uno de los términos del

primer trinomio por cada término del segundo?

S \

Como en clases anteriores, cada término del primer trinomio debe multiplicarse por los términos del
segundo (teniendo en cuenta la ley de los signos) y se reducen los términos semejantes (si los hay):

(x -y +1)(x +y+3) =x(x) + x(y) + x(3) + (=y)(x) + (-¥)(¥) + (-¥)(3) + L{x) + 1(y) + 1(3)
=xX°+yx+3x-yx-y’-3y+x+y+3

=x?+4x -y’ =2y +3

Porlotanto, (x-y +1)(x+y+3)=x?+4x-y>—2y+3.
N\ Y

C

En el producto de un trinomio por un trinomio, se multiplica cada uno de los términos del primero por
cada uno de los términos del segundo (teniendo en cuenta la ley de los signos) y se reducen los térmi-
nos semejantes.

®Desarrolla el producto: (3x -2y + 3)(2x + 5y — 3).

Como en el problema inicial, se debe multiplicar cada término del primer trinomio por cada uno de los
términos del segundo:
(3x—2y + 3)(2x + 5y — 3) = 3x(2x) + 3x(5y) + 3x(=3) + (=2y)(2x) + (=2y)(5y) + (=2y)(=3) + 3(2x) + 3(5y) + 3(-3)
=6x%+ 15xy —9x —4xy — 10y + 6y + 6x + 15y — 9
=6x? + 15xy — 4xy —9x + 6x —10y>* + 6y + 15y —9

=6x>+ 11xy —3x—10y*+ 21y -9

Por lo tanto, (3x—2y + 3)(2x + 5y —3) = 6x? + 11xy —3x—10y*+ 21y 9.

Desarrolla los siguientes productos:

a)(x+y+1)(x+y+3) b)(x+y-1)(x+y+3)

c)x-y-1(x+y+3) d(x+y+1)(x-y+3)

e) (x + 3y +4)(5x - 2y - 3) f) (4x - 3y + 2)(2x - 6y - 3)



1.6 Practica lo aprendido

( )

-
o
©
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>

1. Dibuja el rectdngulo formado por las siguientes expresiones algebraicas y encuentra el area que re-
sulta al dividir las piezas.

a) x(y + 3) b) (x +2)(y +1)

2. Desarrolla los siguientes productos:
Monomio por binomio:

a) (-x)(y - 5) b) (4x)(xy +y)

c) (—xy)(x - ) d) (-3xy + 2y)(-xy)

Binomio por binomio:

a) (y +2)(2x + 1) b) (x+1)(xy +y)

c) (2x - 5)(y +4) d) (xy +3)(x-y)

Binomio por trinomio:

a) (x + 3)(3xy + 2x + 4y) b) (y - 2)(3xy + 5x + y)

c) (xy = 1)(-10xy + 3x + 2y) d) (2x - 3y)(-xy + 4x - 5Y)

Trinomio por trinomio:

a)(x+y+1)(x-y+2) b) (2x + 5y - 3)(-xy + 3x + 3)

c) (—xy +x-1)(2xy +2x+ 1) d) (2xy + 3y - 6)(5xy + 2y + 10)




2.1 Productos de la forma (x + a)(x + b)

I Encuentra de dos formas diferentes el area del rectangulo formado por las siguientes piezas.

SN

-8 -

-
0

\

-

1

S \

Primera forma: La altura del rectdngulo es x + 1 y su base es x + 2. Entonces, el drea buscada es el pro-
ducto: (x + 1) (x + 2).
Segunda forma: Dividiendo el rectdngulo en piezas y obteniendo sus areas respectivas:

1]

1

1

! X 1 La suma de las areas de cada pieza es:
x 2 ‘

v X NEN X2+ 2xX +x +2=02+3x + 2.

\ ) fad = 7 Ve .7

\ 2x 2 2 N1 Por tanto, el drea del rectdngulo también es: x?+ 3x + 2.

/ 7
______ prm S ——

En las dos formas mostradas se encuentra el area del mismo rectangulo.
Por tanto: (x + 1)(x + 2) = x? + 3x + 2.
Realizando el producto: Se tiene en cuenta que los términos x y 2x son semejantes, por tanto se suman
sus coeficientes y se conserva la parte literal x:
(x+1)(x+2)=0+(1+2)x+1(2)

=x2+3x+2
o J

C

El producto de binomios de la forma (x + a)(x + b) se desarrolla:

Suma de
ayb
(x+a)x+b)=x?+ (a+bd)x +‘grlg,
Producto
deayb
. Suma Producto
Por ejemplo: —
(x+3)(x+2)=x2+(3+2)x+3(2)
=x*+5x+6
®Desarrolla: (x+2)(x - 3).
(x+2)(x-3)=(x+2)[x+(-3)]
=x*+(2-3)x+2(-3) ((x+ 2)(x-3)=(x+2)[x+(-3)],dondea=2y b= —S.J
=x’-x-6
Por lo tanto, (x +2)(x-3)=x*>-x-6.
Desarrolla:
a) (x+3)(x+5) b) (x + 4)(x - 5) c) (x-5)(x+2)

d) (y - 1)y +2) e) (y-2)(y-3) -5 +3)



2.2 Cuadrado de un binomio, parte 1

PEncuentra de dos formas diferentes el drea del cuadrado formado por las siguientes piezas:

/
/

El drea de un cuadrado
de lado [ es igual a /2

R el

-
-

\

Q-

/

~~~~~ 4
==X

Primera forma: El lado del cuadrado formado por las cuatro piezas es x + a, por tanto su drea serd igual
a(x+a)
Segunda forma: Dividiendo el rectangulo en piezas y obteniendo sus areas respectivas:

/ \
,:’/ ax L La suma de las dreas de cada pieza es:
gfc = ar® , X*+ax +ax +a’=x*+2ax +a’
' a \ a Por tanto, el drea del rectangulo también es:
L _ i x’+2ax + a’.
----- xX-==""T T

En las dos formas mostradas se encuentra el drea del mismo rectangulo.
Por tanto: (x + @)? = x% + 2ax + a?.

Realizando el producto:
El producto (x + a)? también puede desarrollarse algebraicamente, utilizando lo visto en la clase ante-
rior:
(x+a)=(x+a)lx+a)
=x*+(a+a)x +ala)
(x+a)*=x*+2ax +a?

S

C El producto de la forma (x + a)? se desarrolla:
(x+a)?=x*+2ax + a>
Por ejemplo:
(x+5)2=x2+2(5)x + 52
=x?+ 10x + 252

1. Encuentra de dos formas diferentes el area de las figuras mostradas en cada literal:

a) b) \
2 \
/ (1
1
II‘ ,I

S y _____ . \\-2 55 a___,/ ‘\\_3_‘/
2. Desarrolla:
a) (x+1) b) (x+ 3)?

c) (x+ %)2 d) (x+ %)2



2.3 Cuadrado de un binomio, parte 2

P

. — 2
Desarrolla el producto: (x - a)*. (% - afP= [x + (-a)P

S

Se escribe (x — a)’como [x + (—a)]? y se utiliza lo visto en la clase anterior:
(x-a)=[x+(-a)
=x%+ 2(-a)x + (-a)?

— 22— 2a% + Q2 (- a)=(-al(-a)

=aZ

Por lo tanto, (x - @)= x? - 2ax + a°.

-

C

El producto de la forma (x — a)? se desarrolla:
(x-a)*=x*-2ax +a’
En general, a los productos (x + a)?y (x — a)? se les llama cuadrado de un binomio:

(x+a)=x*+2ax+a*............... (1)

(x-a)=x*-2ax+a*............... (2)

®Desarrolla:

Utilizando el caso (2) del cuadrado de un binomio:
(x-2)=x2-2(2)x + 22

(x-2)

=x’-4x+4
Por lo tanto, (x - 2)*= x*- 4x + 4.
Desarrolla:
a) (x-1)? b) (x-3)? c) (x-4)?

d) (x- 1y e) (x- 1y f) (x-Lp



2.4 Suma por la diferencia de binomios

P Desarrolla el producto: (x + a)(x - a).

Se escribe (x - a) como [x + (-a)] y luego se desarrolla:

(x+a)(x-a)=(x+a)lx+(-a)] En la solucién:

=x*+(0)x - @’

— a2 2 ) .
=X"-a un binomio.

=x*+(a-a)x +a(-a) (x+a)[x +(-a)] # (x + @)
Es decir, este producto se desarrolla
de forma diferente al cuadrado de

Por lo tanto, (x + a)(x - a) = x> - @

-

C El producto de la forma (x + a)(x - a) se llama producto de la suma por la diferencia de binomios o

simplemente como suma por la diferencia de binomios, y se desarrolla:
(x+a)x-a)=x*-a?

A todos los productos vistos en las clases anteriores (y en esta) se les llama productos notables, ya que
sus resultados tienen formas faciles de identificar y pueden escribirse de manera directa:

Producto notable Desarrollo

Producto de la forma:

(x+a)(x+b) (x+a)(x+0)=2+(a+b)x+ab

(x+a)=x*+2ax+a?.....(1)

Cuadrado de un binomio
(x-a)P=x*-2ax+a?*....(2)

Suma por la diferencia de

binomios (x+a)(x-a)=x2-a?

®Desarrolla:

Utilizando suma por diferencia de binomios:
(x=2)(x+2)=a%- 22

(x-2)(x+2)

=x’-4
Por lo tanto, (x + 2)(x - 2) = x%- 4.
1. Desarrolla:
a) (x+1)(x-1) b) (x + 3)(x - 3)
o) (x+5)(x-3) d) (x - )+ 3)
2. Desarrolla los siguientes productos:
a) (y - 8)(y - 10) b) (x + 11)? c) (y - 9)? d) (y +3) - %)




2.5 Desarrollo de productos notables utilizando sustitucion

P Desarrolla el producto: (3x + 4y)>.

S

¢Puede realizarse el producto de forma similar a (x + a)??

Se toman 3x = w, 4y = zy se desarrolla el producto como el cuadrado de un binomio:

s ) = (100 2) Tomando 3x-wyay -z @8 @) @ (@
(3x +4y)* = (w+2) omando3x=wydy=z

=w’+ 2wz +2°
= (3x)%+ 2(3x)(4y) + (4y)*>  sustituyendo nuevamente w por 3xy z por 4y.

Por tanto, (3x + 4y)? = 9x?+ 24xy + 16y

C Para desarrollar productos notables que involucran términos con variables, puede realizarse una sus-
titucion adecuada que transforme la expresidon en un producto notable ya conocido; los siguientes
ejercicios ilustran mejor esta idea.

®Desarrolla, aplicando productos notables:
(2x+1)(2x + 3)

Ambos binomios tienen el término 2x. Se toma 2x = w y se desarrolla el producto de la misma forma
que lo visto en la clase 1:

(2x+1)(2x+3) = (w+ 1)(w + 3) Tomando 2x = w,
=w+ (1 +3)w + 1(3)
=w*+4w+3
=(2x)>+ 4(2x) + 3 sustituyendo nuevamente w = 2x.

Por tanto, (2x + 1)(2x + 3) = 4x?+ 8x + 3.

Desarrolla:
a) (5x - 3y)? b) (3x - 2)(3x - 3)
c) (22 + 3y)(2x - 3y) d) (3y - 5)?

e) (£-2)(5-3) f) 3y +HBy-<)



2.6 Combinacion de productos notables

I Desarrolla:

a)(x+y+1)(x+y-1) ¢Qué productos notables estan involucrados en ambos literales?
Por ejemplo, los trinomios del primer literal tienen en comun la
suma x + .

b) (2x-1)*+ (x +2)(x+5)

S a) Ambos trinomios tienen en comun la suma x +y, y el nimero 1 es positivo en el primero y negativo
en el segundo. Se toma x +y = w y el producto se desarrolla como una suma por diferencia de bino-
mios:

(x+y+)x+y-1)=(w+1)(w-1) Tomandox +y = w,
= wz_ 12
=(x+y)2-1 sustituyendo nuevamente,
=x2+2xy +y*- 1.

Por lo tanto, (x +y + 1)(x+y - 1) =%+ 2xy + y*- 1.

b) Los productos involucrados son cuadrados de un binomio y productos de la forma (x + a)(x + b).
Después de desarrollar ambos, se reducen los términos semejantes:

(2c-1)2+ (x+2)(x+5)=(2x)* - 2(2x)(1) + 12+ x* + (2 + 5)x + 2(5)
=4x’-4x+1+x*+7x+10
=5x2+3x +11

Por lo tanto, (2x - 1)*+ (x + 2)(x + 5) = 5x? + 3x + 11.
N\

C Cuando se desarrollan combinaciones de productos notables:

1. Identificar cudles son los productos notables involucrados en la expresion.
2. Desarrollar los productos teniendo en cuenta las leyes de los signos.
3. Reducir los términos semejantes, si los hay.

Desarrolla los siguientes productos:

a)(x-y+1)(x-y-1) b) (xy +x +2)(xy +x - 2)

c) (x+3)° = (S +1)(5x + 2) d) (y+1)y-1)-By+2)

e) (x* +1)(x* - 1) f) (v +2)(y - 2) + (x* + 3)(x* - 3)



2.7 Cuadrado de un trinomio

P

Encuentra de dos formas diferentes el drea del cuadrado formado por las siguientes piezas:

c

b

Ry Ity Nt

S

Primera forma: Como se trata de un cuadrado de lado a + b + ¢ su area se expresa como (a + b + ¢)?.
Segunda forma: Se divide el cuadrado en piezas iguales y se tienen sus areas respectivas:

c2
b2 Como se muestra en la imagen, la suma de las
. areas de cada pieza es:
2 | el a bel b \’b acjacla a*+ b*+ c*+ 2ab + 2bc + 2ca.
a? ’ / "
\"'b_—b C./ \_c_/ C c

Realizando el producto: Se toma b + ¢ = w y se desarrolla como el cuadrado de un binomio:

(@+b+c)=(a+w)? Tomando b + ¢ = w,
= a’+ 2aw + w? sustituyendo nuevamente w = b + c.

a’+2a(b +c)+ (b +c)?
a’+2ab +2ac+ b? + 2bc + ¢?
a’+ b? + 2+ (2ab + 2ac + 2bc) a
a’+ b? + 2+ 2ab + 2ac + 2bc ‘[ <\c
Por tanto: (a+ b +c¢)>=a?+ b* + ¢+ 2ab + 2bc + 2ca. b >

Al desarrollar este producto es comun
colocar su desarrollo en este orden:

-

)

C El producto de la forma (a + b + ¢)? se llama cuadrado de un trinomio y se desarrolla:

(@+b+c)=a*+b*+c*+2ab +2bc + 2ca.

®Desarrolla: (5x—3y +4)%

El trinomio 5x — 3y + 4 puede escribirse como 5x + (—3y) + 4. Luego, el cuadrado se desarrolla de la
siguiente manera:  (5x— 3y +4)*= (5x + (—3y) + 4)?

= (5x)2 + (-3y)% + (4)*+ 2(5x)(-3y) + 2(-3y)4 + 2(4)(5x)

=25x?+9y? + 16 — 30xy — 24y + 40x
=25x%+ 9y? —30xy + 40x — 24y + 16

Desarrolla:
a)(x+y+1)? b) (2x +y + 3)?
c) (3x - 2y +5)? d) (x - 5y - 1)?



2.8 Valor numérico y calculo de operaciones

I ¢Cudl es el valor numérico de (a + b)*sia’+ b*=6yab =3? ¢En cudl producto notable estan involucradas
las expresiones (a + b)?, a’+ b, ab?

S En el problema NO se pretende encontrar los valores de a y b, sino de (a + b)2. Observa que a*+ b?y ab
corresponden al desarrollo del cuadrado de un binomio:

(a+b)?=a’+2ab + b?
En una suma, el orden de los
sumandos no altera el total:

Se sustituyen los valores en lo anterior:
Y @’ +2ab + b?>=a?+b*+ 2ab.

(a+b)?=(a’+ b?) +2ab
=6+ 2(3)
(a+b)*=12

Por lo tanto, el valor numérico de (a + b)?es 12.

®Calcula 98 x 102 usando productos notables.
Los numeros 98 y 102 pueden escribirse como 100 - 2 y 100 + 2, respectivamente:
98 x 102 = (100 - 2)(100 + 2)

Lo anterior es una suma por diferencia de binomios: o
En una multiplicacién, el orden de los

5 5 factores no altera el producto:
98 x102 =100° -2 (100 - 2)(100 + 2) = (100 + 2)(100 - 2).
=10000-4
98 x 102 =9996

1. Resuelve lo siguiente:
a) ¢Cual es el valor numérico de (a - b)?si a*+ b*=34y ab =15?

b) ¢Cual es el valor numéricodea+bsia-b=2ya*- b*=16?

2. Calcula el resultado de las siguientes operaciones usando productos notables:

a) 97 x 103 b) 95 x 105 c) 1022 d) 1052



2.9 Practica lo aprendido

a ) // b )
.'I

X
\

‘\

\
\,

-

2

a) (x+1)(x+9)
c) (c+ )+

e) -1y +2)

a) (x+6)?
Q) (x+5)
e) (x+5)

g) (x+2)

4. Desarrolla los siguientes productos:

a) (x+7)x-7)
) (y+H)y-<)

e) (x+4)(x-4)

1. Encuentra de dos formas diferentes el drea de las siguientes figuras:

‘\-__$<____,r \\“-P—’

~~~~~ y - \\_4_’/

3. Desarrolla los siguientes cuadrados de binomios:

2. Desarrolla los siguientes productos de la forma (x + a)(x + b):

b) (x+3)(x-6)
d) (y-Fy-3)

f) (x-4)(x-2)

b) (y - 6)2
d) (y-4)?
f) (y-2)

h) (y -5V

b) (x+ 10)(x - 10)
d) -H+3)

f) (x+9)(y-9)

e Rmen AP,




2.10 Practica lo aprendido

1. Desarrolla los siguientes productos:

a) (6x - 10)(6x - 2) b) (5 +2)(5+4)
c) (5x - 6y)? d) (6x +10y)*

e) (2x-3)(2x-1) f) (5x-3y)?

g) (§-3) h) (2x+3)(2x - )

2. Desarrolla:

a) 2x+y+2)(2x+y-2) b) (x+y)(x-y)+ (x+y)
c) (2x-3)>-(5y - 1)(5y + 2) d (+1)(y*-1)-(y*+1)
e) (5x + 10y + 3)? f) (4x -2y -6)?

3. Resuelve lo siguiente:

a) ¢Cual es el valor numérico de (a - b)?, sia?+ b>=104y ab = 20?

b) ¢Cual es el valor numéricodea-b,sia+b=8ya?- b*=32?

c) éCual es el valor numéricode xy, six+y=6yx*>+y*=1?

4. Calcula el resultado de las siguientes operaciones utilizando productos notables:

a) 101° b) 102 x 101

c) 49 x 51 d) 992

-
o
©
=
c
>




3.1 Factorizacion de polinomios

I Antonio construird un rectangulo con las siguientes piezas:

x 52 22 x|« - x |2 Las piezas azules son .cuadrados de lado
\ \ [ |1 x; mientras que las piezas moradas son
S | N ST rectangulos de altura x y base 1.
S A" - \1,/ ==

a) ¢Como quedard el rectangulo?

b) ¢Cual es el area total?
c) éCudles son las medidas de la altura y la base del rectangulo construido por Antonio?

S a) El lado de los cuadrados azules es igual a la altura de los rectangulos morados (ambos miden x). El
rectangulo puede formarse haciendo coincidir estas longitudes:

x? xX|x|x

§<I\)

RN S R x____,/ 11 1/

b) El drea es igual a la suma de las areas de cada pieza, o sea, X+ x> + x + X + x = 2x> + 3x.
c) Las medidas de la altura y la base son:

Altura —— x El area del rectangulo formado

Base ——= x+x+1+1+1=2x+3 por las piezas se calcula como

Como el drea total es 2x? + 3x, entonces: Altura x Base.

2x%+ 3x = x(2x + 3).

-

C Al proceso que consiste en expresar un polinomio como producto de polinomios mas simples se le
llama factorizacion. Por ejemplo, 2x? + 3x se factoriza como el producto x(2x + 3); a cada uno de los
polinomios x y 2x+ 3 del producto se les llama factores. La factorizacién es el proceso inverso al desa-

rrollo de polinomios:

Factorizar ) } ) )

En la leccidn anterior, se daban las dimensio-
nes del rectangulo para encontrar su area;
ahora se da el area total para encontrar las
dimensiones.

2x?+ 3x = x(2x+ 3)

Desarrollar

1. En cada literal, forma un rectangulo con las piezas dadas y escribe el area total como producto de

altura por base:

a ) // \\‘ b ) /7
y X2 X2 X X X x| 4 y
A - . 1/’ . 1/’ . 1/’ . 1/’( S

=
N
>§I\)
%N
®

g

\
[y

2. Identifica los factores en los siguientes productos de polinomios:

a) 2x(5x - 3) b) -x(3x+2) c) (x+4)(2x-3) d) 3x(x-5)(2x-1)




3.2 Factor comun

I Realiza lo siguiente:
a) Escribe en tu cuaderno el area descrita por las piezas.
b) Forma un rectangulo y escribe su area en términos de su altura y su base.

. .
, \
/ \
, \
; \
; ‘
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\ /
\ /
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N s \ [ [ FE FERY T
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S a) El drea de las piezas es: x?+ 5xy.
b) El area del rectangulo es:

/ | | Altura ——= x
x X2 5xy Base —= x+y+y+y+y+y=x+5y
| | i Su area es: x(x + 5Y).

xX----"" T Sy~
Para factorizar la expresién, se debe escribir x?>+ 5xy como producto de polinomios mas simples. Ob-
serva lo siguiente: x% = x(x)
Sxy = x(5y)

Ambos términos tienen en comun el monomio x. Entonces:
x?+ 5xy = x(x) + x(5y) —— |dentificar términos comunes.
=x(x + 5y) —= Propiedad distributiva.

Por lo tanto, x2+ 5xy = x(x + 5y).
N\

C Si todos los términos de un polinomio tienen en comun un monomio, entonces se extrae este monomio
y se factoriza el polinomio, utilizando la propiedad distributiva: ma + mb = m(a + b).

m ma mb

®Factoriza el polinomio:

5y% - 10xy
Se debe identificar el factor comun en ambos polinomios:

5y*=5(y)(y) = 5y(y)

10xy = 2(5)(x)(y) = 5y(2x) El facltgr comunlde !qs coeficientes es
el maximo comun divisor de ellos. Por

ejemplo, el maximo comun divisor de

éQué tienen en comun los términos 5y?y 5xy?

Luego, se extrae dicho factor y se utiliza la propiedad distributiva: | 5y 1gess5.
5y* = 10xy = 5y(y) = 5y(2x)
r =5y(y - 2x)

Factoriza los siguientes polinomios:
a) 22+ xy b) 10x? - 5xy c) X%y +xy
d) 2x*y - 4xy e) 2x*y -3xy +y f) 3x*+ 6y + 12xy
g) X’y +x*-x h) 4xy - 6y i) xy + 16x%y?



3.3 Factorizacion de trinomios de la forma x> + (a + b)x + ab, parte 1

l Ana quiere factorizar el trinomio x? + 5x + 6. Para poder hacerlo, se le ocurre lo siguiente:

x*>+ 5x + 6 es el drea del rectangulo que se forma con las siguientes piezas. Entonces para factorizar
x’+ 5x + 6 se debe encontrar la altura y la base del rectangulo.

1 [1]
1 \ 1
x x2 5 X X X X h i

I\

\ \

\ \

\, \,

’ ‘\1/’

e

¢Coémo queda factorizado x* + 5x + 6?

S El rectdngulo formado con las piezas se muestra en la figura. La altura del rectangulo es (x + 2) y su base
es (x + 3). Luego, x* + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3).
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1
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1
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X x> X X X
1
\
\
\
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1 X 1 1 1
1 x 1|11/ 1
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Observa que el producto (x + 2)(x + 3) es un producto notable de la forma (x + a)(x + b) y este se desa-

rrolla:
Suma de
ayb

—
(x+a)(x+b)=x*+(a+ b)x+g'l_)_,
Producto
deaybd

Entonces, para factorizar x? + 5x + 6 deben buscarse dos nimeros cuya suma sea +5 y cuyo producto sea
+6. Se prueba con las parejas de nimeros (positivo y negativo) cuyo producto es +6:

Pareja Producto Suma
1y6 +6 +7 Comg el producto ,debe ser 6
positivo, ambos numeros de-
-ly-6 +6 -7 ben ser o bien positivos o bien
—) 2y3 +6 +5 negativos. Esto por la ley de los
—2y-3 +6 -5 signos para la multiplicacion:
(H)(+) =+
()=)=+

Porlotanto,a=2,b=3yx*+5x+6=(x+2)(x+3).




C

Para poder factorizar un trinomio en el producto notable (x + a)(x + b) se hace lo siguiente:

1. Los términos del trinomio deben ser x?, otro término con parte literal x y el otro sin variable (término
independiente).

2. Se buscan dos nimeros cuyo producto sea igual al término independiente y cuya suma sea igual al
coeficiente de x, teniendo en cuenta la ley de los signos.

@Factoriza y?+ 13y + 30:

Se deben buscar dos niumeros cuyo producto sea +30 y cuya suma sea +13. Como la suma es positiva,
entonces ambos numeros deben ser positivos:

Pareja Producto Suma

1y30 +30 +31

2y 15 +30 +17
—) 3y 10 +30 +13

Porlotanto,a=3,b=10y
y2+ 13y +30=(y+3)(y + 10).

1. En la siguiente figura:
a) Reubica las siguientes piezas de modo que se forme un rectangulo.

b) Encuentra el area del rectangulo formado en términos de su base y altura.

ajs
How jojagegs
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2. Factoriza los siguientes trinomios:

a)x’+3x+2 b) x? + 9x + 20

c)y*+8y+12 d)y*+ 11y + 30



3.4 Factorizacion de trinomios de la forma x> + (a + b)x + ab, parte 2

P Factoriza los polinomios:
a)x*—13x+ 36 b) y*—6y—40

S a) El trinomio cumple las condiciones para factorizarlo en el producto notable (x + a)(x + b). Se buscan
dos numeros cuyo producto sea +36 y cuya suma sea —-13. Como la suma es negativa y el producto
positivo, ambos niumeros deben ser negativos:

Pareja Producto Suma
-1y-36 +36 -37
-2y-18 +36 -20
-3y-12 +36 -15
) | -4y-9 +36 -13
Puedes desarrollar (x - 4)(x - 9)
Entonces: para comprobar si la factoriza-
x%=13x + 36 = [x + (-4)][x + (-9)] cién es correcta.
=(x-4)(x-9)

Por lo tanto, x> - 13x + 36 = (x — 4)(x - 9)

b) De nuevo, se buscan dos nimeros cuyo producto sea —40 y cuya suma sea —-6. Como el producto es
negativo (-40), entonces uno de ellos debe ser positivo y el otro negativo:

Pareja Producto Suma
1v40 40 39 En la tabla faltan las

1y - * parejas 5, -8 y -5, 8,
1ly-40 -40 -39 pero ya se han en-
-2y 20 -40 +18 contrado los nimeros
2y-20 40 18 que satisfacen.
-4y 10 -40 +6

—) 4y-10 -40 -6

Entonces: y: -6y -40=(y+4)[y+(-10)]

=(y +4)(y - 10)
Por lo tanto, y*> - 6y - 40 = (y + 4)(y - 10).

CSeanOL>Oyb>O:

4 Si el trinomioesx?+ax+b Se buscan 2 nimeros positivos cuyo producto sea +b y cuya suma sea +a. )

Sieltrinomioesx?-ax+b Se buscan 2 niimeros negativos cuyo producto sea +b y cuya suma sea —a.

Se buscan 2 nimeros, uno positivo y el otro negativo cuyo producto sea -b y

Sieltrinomioesx?+ax-box*-ax-b ,
cuya suma sea +a 0 —-a, segun sea el caso. Y.

Factoriza:
a)x’+x-2 b) x* - 10x + 21 c)x*-7x-30

d) y*-4y-32 e) y>- 14y + 33 f) x2+13x + 42



3.5 Factorizacion de trinomios cuadrados perfectos

P Realiza lo siguiente:

a) Escribe el area descrita por las piezas.

b) Coloca las piezas de modo que se forme un rectangulo.
c) Encuentra el area del rectangulo formado.

1
\ 1|1 1 1
xl x? x x x x x x| i1 1 1 1
1 1 1
— 5
S a) El drea descrita por las piezas es:
X+HX+X+x+x+x+x+9=x2+6x+9.
b) El rectangulo formado por las piezas es:
//
‘Il
i
xi x? X |x |[x
1
P Altura ——= x +3
{ X
14 1111 Base ——= x+3
1{ x 1011
1 x 1(1 1
T 1 1

c) Observa que el rectangulo formado es un cuadrado cuya area es:
(x+3)(x+3)=(x+3)?
Por tanto, x> + 6x + 9 = (x + 3)%

Puede utilizarse lo visto en las clases anteriores, buscar dos nimeros positivos (en este caso) cuyo pro-
ducto sea +9 y cuya suma sea +6:

Pareja Producto Suma
1ly9 +9 +10
—— 3y3 +9 +6
Luego, x>+ 6x+9 = (x+3)(x + 3)
= (x +3)

La factorizacién resulta en el cuadrado de un binomio. Este producto notable se desarrolla:
(x+a)P=x*+2ax+a’

Entonces, para factorizar x* + 6x + 9 en el cuadrado de un binomio debe buscarse un nimero cuyo cua-
drado sea 9y el doble de este sea 6, justamente es 3. Por lo tanto:

x4+ 6x+9=(x+3)




C El trinomio de la forma x? + 2ax + a? se llama trinomio cuadrado perfecto.

Este se factoriza como el cuadrado de un binomio de acuerdo al signo del | En un trinomio cuadrado per-
segundo término: fecto el término independien-
te nunca es negativo.

x*+2ax + a’= (x + a)?
x?-2ax+a’=(x - a)?

Para determinar si un trinomio es trinomio cuadrado perfecto, primero debe comprobarse que el tér-
mino independiente es el cuadrado de algin numero; luego, comprobar que el doble de ese nimero es
igual al coeficiente de la variable de primer grado. Por ejemplo,

x?+6x+09.

Este es un trinomio cuadrado perfecto, pues 9 es el cuadrado de 3(32=9); ademas el doblede 3 es 6y
es igual al coeficiente de la variable de primer grado x. Entonces:

X2+ 6x+9=x+2(3)x+ 32
= (x +3)%

®Factoriza:

x?-10x + 25

Es un trinomio cuadrado perfecto por las siguientes razones:

a) El término independiente es el cuadrado de un ndmero:
25 es el cuadrado de 5 (52 = 25, y se tiene a = 5).

b) El coeficiente de x es el doble de 5:
2a =2(5) = 10.

Como el segundo término es negativo, entonces:
x*-10x+25=(x-5)%

Factoriza:
a)x’+4x+4 b) x> - 8x + 16
c)y*-18y+81 d) y*+ 14y + 49

2 1 2_ Y 1
e)x?+x+7 )y’ =5+



3.6 Factorizacion de diferencias de cuadrados

P En la figura 1, al cuadrado de lado x se le ha quitado un cuadrado de lado a (figura 2); dando como
resultado la figura 3, cuya area es: x> - a*.

Realizando un corte de manera conveniente, divide en piezas la figura 2 y forma un rectangulo.

"( "I a aZ "(
'. ! X T w-a
TS~ x ——————— - Se—a. x ——————— - S~ x ______ -
Figura 1 Figura 2 Figura 3

S \

Se puede hacer un corte y reubicar las piezas como se muestra a continuacion:

X-a
Para la solucién se dividio el rec-
a tangulo en estas piezas, sin em-
5 X bargo, no es la Unica forma de
X—a ﬁ - x-q dividir el rectangulo y lograr de-

mostrar la propiedad.

""""""" X % |
Figura 1 Figura 2 Figura 3

a X

Observa que el area de la figura 1 es x> — a? y que el area de la figura 3 es (x + a)(x - a).
Como estas expresiones representan la misma area. Entonces se tiene que

x*-a*=(x+a)(x-a).
L J

C Al polinomio de la forma x? — a? se llama diferencia de cuadrados, y se factoriza en el producto notable
(x + a)(x - a), es decir:

®Factoriza: x?-9.

Para factorizar x?-9, el término independiente 9 es igual al cuadrado de 3, entonces:
x*-9=x*-3?

x*-a’=(x+a)(x-a).

=(x+3)(x-3)
Por lo tanto: x? - 9 = (x + 3)(x - 3).
Factoriza:
a) -1 b) x*-16 c) y*-25

d) - y? e) ¥ -7 fa-L



A continuacion se presenta un resumen de las factorizaciones vistas hasta esta clase:

Se factoriza: Por ejemplo:
Factor comun . ~
ma + mb + me ma+b+c) | 4x*+6xy - 10x = 2x(2x + 3y - 5)
Trinomio de la forma . ~
x*+(a+b)x+ab (x+a)(x +b) xt+2x-35=(x+7)(x-5)
Trinomio cuadrado perfecto: (x+a)....(2) x*+10x +25=(x+5)?
X%+ 2ax + @%.....(1)
X2 = 20X + APnnn(2) (x - a)....(2) 2 -dx+4=(x-2)
Diferencia de cuadrados:
i — 2 (x+a)(x-a) X =4=(x+2)(x-2)

1. En cada literal, forma un rectdngulo con las piezas dadas y escribe el area total como producto de
altura por base:

T Xl

- <. I”l\\\
el <. l"l\\ /’1\\
b) [ 1]

2. Identifica los factores en los siguientes productos de polinomios:

a) 5x(x-1) b) (-2x)(x + 10)
c) (x+y)(5x-y) d) x(x-5)(2x + 3)
e) 2x(3x+4)(y+1) f) —y(2y +9)(10-11y)

3. Para el trinomio x?> - 11x + 18:
a) Los dos numeros cuyo producto es +18 y cuya suma es -11, éson ambos positivos, negativos o uno
positivo y otro negativo? Justifica tu respuesta.

b) Factoriza el trinomio.

4. Factoriza los siguientes polinomios:

a) 10x? + 6xy b) 7xy - 21y?
c) —x% +2xy - 3x)y? d) 9x%y - 15xy - 21xy?
e) x>-6x -55 f) ¥ +5y-50

2, 5 25 2.2 4425
g)x+?x+1—6 h) v -5y+%2

a2 W oa2 25
i) x> - 81 )y -2



3.8 Factorizacion de polinomios usando cambio de variable, parte 1

P Factoriza los siguientes polinomios:
a) 4x*+ 12xy + 9y?

¢Es posible utilizar factor comun en cada
X . caso? ¢Cudles de los métodos vistos en
b) 4x?-25y clases anteriores puedes utilizar?

S

a) Los términos del trinomio no tienen un monomio comun, pero puede utilizarse directamente uno
de los métodos vistos en clases anteriores. Observa que el primer término es el cuadrado de 2x y
el tercero es el cuadrado de 3y:

(2x)? = 4x?
(3y)*=9y*

Ademds, 2(2x)(3y) = 12xy, por lo que 4x* + 12xy + 9y? es un trinomio cuadrado perfecto. Se toman
2x = wy 3y = zy se factoriza como un trinomio cuadrado perfecto:

4x?+ 12xy + 9y = (2x)*+ 2(2x)(3y) + (3y)? Tomando 2x=wy3y=z,
= w*+ 2wz + 22
= (w+2)? factorizando,
= (2x + 3y)? sustituyendo nuevamente w = 2xy z = 3y.

Por lo tanto, 4x* + 12xy + 9y?= (2x+ 3y)%

b)Igual que en el caso anterior, los términos del binomio, no tienen un monomio comun. Observa
que el primer término es el cuadrado de 2x y el segundo es el cuadrado de 5y:
(2x)? = 4x?
(5y)%= 25y?

Se toman 2x = w, 5y = z y se factoriza como diferencia de cuadrados:

4x? - 25y°= (2x)* - (5y)? Tomando 2x=wy5y =z,
=w*- 22 factorizando,
=(w+z)(w-2) sustituyendo nuevamente,

=(2x + 5y)(2x - 5y).

Por lo tanto, 4x? — 25y% = (2x+ 5y)(2x - 5y).

C Cuando se factoriza un polinomio, si sus términos NO tienen un monomio comun entonces pueden rea-
lizarse cambios de variable para transformarlo en un polinomio conocido y factorizarlo por cualquiera
de las formas vistas en clases anteriores.

Factoriza:
a) 9x? - 30x + 25 b) 16x* + 24xy + 9y c) xTZ +5x +25
d) 36x2 - 25 e) 22 - 100y? f) £ - y?



3.9 Factorizacion de polinomios usando cambio de variable, parte 2

P

Factoriza:
a) (x-1)2-(y+1) No desarrolles los productos que se encuentran dentro de
cada polinomio. Utiliza un procedimiento similar al de la
clase anterior para poder factorizar.

b) (x+1)%+2(x+ 1)y + y?

S

a) Observa que (x — 1)?es el cuadradode x - 1, (y + 1)?es el cuadrado de y + 1 y ambos se estan
restando. Puede factorizarse como diferencia de cuadrados, setomanx-1=wyy+1=2zyse
factoriza la diferencia de cuadrados:

(x-1)-(y+1)=w?-22 Tomandox-1=wyy+1=z2,
=(w+z)(w-2) factorizando,
=(x-1+y+1)x-1-(y+1)] sustituyendo nuevamente,
=(x+y)x-y-2)

Porlo tanto, (x - 1)>-(y + 1)’ =(x + y)(x -y - 2).
b) Observa que (x + 1)%es el cuadrado de x + 1, y*es el cuadrado de y, ademas el segundo término

es el producto de 2 por x + 1 por y. Luego, el polinomio puede factorizarse como un trinomio cua-
drado perfecto: se toma x + 1 = w y se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:

(x+1)2+2(x+ 1)y +y> =w? + 2wy + y? Tomando x + 1 = w,
=(w+y)? factorizando,
=(x+1+y)? sustituyendo nuevamente x + 1 = w,
=(x+y+1)>

Porlo tanto, (x + 1)>+ 2(x + 1)y+ y*=(x + y + 1)%
-

C

Cuando se factoriza un polinomio, si sus términos NO tienen un monomio comun entonces pueden rea-
lizarse cambios de variable para transformarlo en un polinomio conocido y factorizarlo por cualquiera
de las formas vistas en clases anteriores.

Recuerda que cuando utilices un cambio de variable: después de factori-
zar debes realizar el cambio nuevamente, reducir los términos semejan-
tes (si los hay) y ordenar los términos de los factores.

Factoriza:
a) 4x? - (y + 2)? b) (x +3)? - 9y?
c)(x-52-(y-1)? d) y?-2(x + 3)y + (x + 3)?

e)dx?—Ax(y-7)+(y-7) f)(x-2)2+2(x-2)(y-3)+(y-3)>



3.10 Factorizaciones sucesivas

Factoriza el siguiente polinomio: 2x* + 2x - 12. ¢éEs posible utilizar directamente alguno de

los métodos vistos en las clases anteriores?
¢Qué deberias hacer primero?

S \

Lo primero que debe hacerse es extraer el factor comun de los términos, que en este caso es 2:

22+ 2x - 12=2(x)*+ 2(x) - 2(6)
=2(x*+x-6)

El trinomio dentro del paréntesis puede factorizarse en la forma (x + a)(x + b): los dos nimeros (uno
positivo y otro negativo) cuyo producto es -6 y cuya suma es +1 son 3y -2. Luego:

26>+ 2x-12=2(x*+x - 6)
=2(x+3)(x-2)

Por lo tanto, 2x* + 2x — 12=2(x+ 3)(x - 2).
\ J

C Cuando se factoriza un polinomio, primero hay que verificar si sus términos tienen un monomio co-
mun; si es asi, se extrae este monomio y se factoriza el segundo factor, utilizando cualquiera de los
métodos vistos en las clases anteriores.

@Factoriza el siguiente polinomio: -2x*y + 8xy — 8y.

Primero, hay que extraer el factor comun de los tres términos, en este caso es - 2.
- 2x%y + 8xy — 8y = (=2y)(x?) + (- 2y)(- 4x) + (-2y)(4)
= (-2y)(x*- 4x + 4) Factorizando x>-4x + 4

= (-2y)(x-2)°

Por tanto, -2x%*y + 8xy — 8y = - 2y(x - 2)>.

Factoriza los siguientes polinomios:

a)-2x*+10x - 8 b) 2x? + 32x + 30 c)3x?+12x +12

d) 5xy? - 25xy + 30x e) 2x*> - 18 f) -3y% + 300

g) -2x%y + 8xy — 8y h) 2x?y - 12xy + 18y i) 3x’z - 12y%z



3.11 Combinacion de factorizaciones

P Factoriza: 18x*- 200y

Debes extraer primero el factor
comun en cada caso.

S ;

Los coeficientes de x? y y* tienen factor comun 2:

18x2 - 200y? = 2(9x2) — 2(100y?)
=2(9x% - 100y?)

Tomando en cuenta que 9x? = (3x)?, 100y*=(10y)?

=2[(3x)* - (10y)4] Tomando3x=wy 10y =z,
=2(w? - 2% factorizando,
=2(w+z)(w-2) sustituyendo nuevamente,

=2(3x + 10y)(3x - 10y).

18x%- 200y? = 2(3x + 10y)(3x — 10y).
- »

C En general, cuando se factoriza un polinomio cualquiera, lo primero es verificar si sus términos tienen
un monomio comun, de ser asi se extrae este monomio y se factoriza el segundo factor. Si los térmi-
nos del polinomio NO tienen un monomio comun, entonces se factoriza el polinomio directamente
por cualquiera de los métodos vistos en clases anteriores; este proceso se repite para cada uno de sus
factores resultantes (si es posible) hasta dejar expresado el polinomio original como producto de poli-
nomios mas simples.

Recuerda que para verificar si has factorizado correctamente, puedes
multiplicar todos los factores, y el resultado debe ser igual al polinomio
original.

Factoriza los siguientes polinomios:

a) -18x%y* + 32 b) 3x’z -12y°z

c) 18mn?+6mn -4m d) 27m?- 75n?

e) 12zx? + 36zxy + 27zy? f)36mn?+24mn+4m



3.12 Calculo de operaciones aritméticas usando factorizacion

—
o
©
=
c
>

®Utilizando factorizacion, encuentra el resultado de las siguientes operaciones:
a)992-1 b) 352 — 152

@ a) La operacidn es una diferencia de cuadrados:

992 - 1=(99 +1)(99 - 1)
=(100)(98)

992 - 1=9800

b) La operacion también es una diferencia de cuadrados:
352- 152 = (35 + 15)(35 - 15)
= (50)(20)
352-15%=1000

®

Calcula el area de la regidon sombreada (deja
expresado el resultado en términos de ).

Cuando dos circunferencias tienen
el mismo centro se llaman concén-
tricas. La region delimitada por
dos circunferencias concéntricas
se llama corona circular.

Para calcular el area de la regién sombreada debe restarse del area del circulo mayor, el area del circulo
menor. El circulo mayor tiene radio 66 cm, y area:
n(66)? = 6671
El circulo menor tiene radio 34 cm y area:
n(34)%* = 34
Entonces, el area de la regién sombreada es:

66°1 - 34°1 = (66% - 34%)n Se extrae factor comun m,
= (66 + 34)(66 - 34)t  se factoriza como diferencia de cuadrados,
=(100)(32)rt se calculan las operaciones en los paréntesis,
66%m — 342t = 32007 se deja expresado en términos de Tt.

Por lo tanto, el 4rea de la regién sombreada es 3200m cm?.

( 1. Calcula el resultado de las siguientes operaciones utilizando factorizacion:
a) 352 - 252 b) 452 - 352 c)98*-4

2. Calcula el area de la region sombreada (ambos cuadrilateros son cuadrados):

_---155em - _ _




3.13 Practica lo aprendido
p

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a) 3x?+24x-60 b) -4y*-16y-12
c) 5x - % d) 36x? - 60xy + 25y
2
e) 4x2+ 2xy + % f) 64x? - 492
X2y 2 _ (2 - O\
g) T h) (2x+9)* - (3x-2)
i) 4x’z-16xyz + 16y%*z j) 5xy*+ 105xy + 550x

2. Utilizando factorizacion, calcula el resultado de las siguientes operaciones:

a) 752 - 252 b) 952 - 25
c) 1012 d) 47 x 53

3. Calcula el 4rea de la regién sombreada:

4. Calcula el area de la regidon sombreada:




Raiz cuadrada

R P

Raiz de 2. La diagonal de un
cuadrado de lado 1.

En matematica, la expansion de los numeros
hasta los niumeros reales y el conocimiento de
qgue existen infinitos nUmeros permitio el desa-
rrollo de areas imprescindibles como el calculoy
la aritmética. Ademas permitié una mayor preci-
sion en las mediciones de los objetos y potencid
el desarrollo de la fisica y quimica actual. Uno de
los nUmeros irracionales mas importantes de la
matematica es el que surge al dividir la longitud
de una circunferencia entre su diametro, ese nu-
mero esm = 3.1415926535... seguido de infinitos
decimales.

Sucesion de raices cuadradas
obtenidas a través de tridngulos
rectdangulos.

Unidad

En la historia de la matematica, el descubrimiento de un
nuevo conjunto numérico no siempre fue bien recibido.
Tal es el caso de los numeros irracionales. Alrededor del
\/2_ siglo V a. C., el matematico griego Hippasus fue el primero
1; en demostrar la existencia de este tipo de numeros al de-
: terminar que la diagonal de un cuadrado de lado 1 era un
. numero que no puede expresarse como una fraccion, esto
causd mucha indignacion en los pensadores de su época.

Estudiaras el concepto de numero real y clasificaras un nimero como racional o irracional,
sabras representar numeros con el simbolo radical y operar con raices cuadradas, ademas

de aplicar el contenido a situaciones cotidianas.



1.1 Sentido y simbolo de la raiz cuadrada

P La siguiente figura esta formada por 4 cuadrados de 1 cm de lado, y se forma el cuadrado interior como
se muestra en la figura:

Piensa un nimero que al
elevar al cuadrado da 2

El drea del cuadrado se calcula:
¢Cuanto mide el drea y el lado del cuadrado formado en el interior? A=L?

S _ .
El area del cuadrado esta formada por la mitad del drea de cada cuadrado de 1 cm, entonces el area del
cuadrado interior es 2 cm?.

Probando si existe algiin niumero conocido que al elevar al cuadrado dé como resultado 2.

Probando para 1: 12=1<2 Probando para 2: 22=4>2 El valor estd entre
ly2.

Probandoparal.4: 1.4*°=196<2 Probando para 1.5: 1.5°=2.25>2 El valor esta entre
1.4y 1.5.

Probando para 1.41: 1.412=1.9881<2 Probando para 1.42: 1.42*=2.0164 >2 El valor esta entre
141y 1.42.

Probando para 1.414: 1.414%=1.9993 <2 Probando para 1.415:1.4152=2.002 >2 El valor esta entre
1.414y 1.425.

Finalmente no es posible escribir un numero decimal que al elevarlo al cuadrado resulte 2.

Entonces, por convencién, el lado del cuadrado con 4rea 2 serd representado por V2 cm.

C El simbolo \/_representa un nimero no negativo que al elevarlo al cuadrado da como resultado el nu-
mero que estd dentro del simbolo.

Se denota con el simbolo V' que se llama radical y se lee “raiz cuadrada”. [Radical —\/ g Radicando]
El nUmero dentro del radical se llama radicando.

Por ejemplo: V3 se lee “raiz cuadrada de tres” y representa un nimero que al elevarlo al cuadrado da
como resultado 3. 2
V3) =3

Se observa que no es posible escribir un nimero decimal que al elevarlo al cuadrado resulte 3.

®&Qué numero estd siendo representado al elevar al cuadrado la siguiente expresion?

2
\’% Al elevar al cuadrado(\,% ) representa el nUmero%. Por tanto:
2
(, ,i ) =2
5 5
1. Determina cuanto miden los lados de los siguientes cuadrados:

) b) c) d)
a 3cm? T :I: 2.3cm?
2

5 cm?

= 2
3cm

2. Determina qué nimero estd siendo representado al elevar al cuadrado las siguientes expresiones:

a) V7 b) V13 C)E d) V0.2



1.2 Representacion de numeros con el simbolo de raiz cuadrada

I éCudanto miden los lados de un cuadrado cuya area es 9 cm??

A=9cm? | iCudnto mide?

S Denotando la medida del gado del cuadrado con notacidn de raiz cuadrada: V9 cm
Lo cudl significa que (Vo) =9.

Probando si existe algin numero conocido que al elevar al cuadrado dé como resultado 9.
Probando para 2,2?=4<9.
Probando para 3, 32=9. Entonces, el nimero representado por V9 es 3.

Por lo tanto V9= 3.

Y el lado del cuadrado mide: 3 cm.

C Dentro de los numeros representados con el simbolo de radical, hay nimeros que se pueden represen-
tar sin usar este simbolo. A estos niumeros se les conoce como raices exactas.

Por ejemplo: \/25 Representa un niumero que al elevarlo al cuadrado da como resultado 25.

(“25)2=25 Si a>0
Y el nimero representado por V25 es 5 porque: 52 = 25. se cumple que

a’ =a

Por lo tanto V25 = 5.

®Expresa los siguientes numeros sin el simbolo de radical.

a) E b) Vo.16
Probando para %; (%)2 = %. Probando para 0.3: (0.3)?=0.09.
Probando para i; (%)2 = %. Probando para 0.4: (0.4)%> = 0.16.
Por lo tanto, \/? = %, es raiz exacta. Por lo tanto, V0.16 = 0.4, es raiz exacta.

1. Determina cuanto miden los lados de los siguientes cuadrados:

a) . b) c) d)
1cm:|: 4 cm? %sz]: T ]:

0.49 cm?

2. Expresa los siguientes numeros sin el simbolo de radical:

a) V36 b) V81 C)\/g d) V0.01



1.3 Raices cuadradas de un niumero

l Determina qué numeros elevados al cuadrado dan como resultado 9.

Se busca el niUmero que al elevar al cuadrado da como resultado 9.
Sea a ese numero.
El nimero a cumple la ecuacion a?=9.

Las solucionessona =3y a =-3.

Los Unicos numeros que al elevarlos al cuadrado resultan 9 son: 3y —3.

C Se definen las raices cuadradas de un nimero a positivo como los nimeros que al elevarlos al cuadra-
do resultan a.

Entonces un niumero b es raiz cuadrada de a si se cumple que: b2 = q.

' i _h- (_H\2=}H2 =
Los nimeros que cumplen esta igualdad son by —b: (-b)*= b*=a. Observa que,

el Unico numero que tiene una sola
Y se dira que las raices cuadradas de a son by -b. raiz cuadrada es cero, porque:
Solamente 0% = 0.

Por ejemplo: Las raices cuadradas de 9 son:
3y-3 pues (-3)’=9y 3?=9.
Para denotar tanto la raiz cuadrada positiva como negativa, se utilizard el signo + que se lee mas menos:

Las raices cuadradas de 9 son: * 3.

A la raiz cuadrada con signo positivo se le conoce como raiz cuadrada y se denota Va. Por ejemplo:
'25
\/§, -, \/g, etc.

A la raiz cuadrada con signo negativo se le conoce como raiz cuadrada negativa y es el nUmero opuesto
de Va, es decir, —Va . Por ejemplo:

25
-\o, —\’7 ,=V5, etc.
En general, para un niimero @ positivo se cumple que

Elevar al cuadrado

(Va) =a Vo ——

2 <t
(—\/5) =a - \/& Sacar raices cuadradas




Observa:

Elevar al cuadrado
3=\9 >

9

<

—3= —\/§ Sacar raices cuadradas

El simbolo | | denota el valor

Si a es cualquier nimero real se cumple que Vg2 = | a | .
absoluto de un nimero.

Por ejemplo: \/(—5)*>=|-5 | = 5.

@Determina las raices cuadradas de los siguientes niumeros:

25 . . . \/ﬁ_i _Fz _3
a) 7 Determinando los numeros: 2 >y 2 >

, 5
Y las raices cuadradas son: 5 -

. . 5 . , .
b) 5 Determinando los numeros: NG No se pueden expresar sin el simbolo de radical.

Y las raices cuadradas son: + \/5.

1. Determina qué numeros elevados al cuadrado dan como resultado:

a) 144 b) 169 c) 225
4 41
d) 121 e) ) f) ET:
2. Determina las raices cuadradas de los siguientes niumeros.
b 2
a) 25 ) 49 c) 5
d) 10 e) 13 f) 0.04



1.4 Orden de las raices cuadradas

P

Se tienen 2 cuadrados de diferente area, uno de 3 cm?y otro de 5 cm?.
¢Qué cuadrado tiene lados de mayor longitud?

5 cm?
3 cm?

S S

Para analizar los lados de ambos cuadrados se puede colocar de la siguiente manera:
5 cm? )
Y al colocar los cuadrados de esta manera se puede El 'ado\‘;ﬁun cuadrado de area
. “a” es:\q .
5 notar que el lado del cuadrado de 3 cm? de drea es ¢
3cm "
menor que el lado del cuadrado de 5 cm? de area.
a
R
V5 —Va—
Entonces, como 3 < 5 se cumple que V3 <\s5.

C En general si el radicando de una raiz cuadrada es menor que el radicando de otra, entonces la primera
raiz cuadrada es menor que la segunda, asi:

b
Para a, b > 0, sta < b entonces Va < V b Observa que el radicando
Por ejemplo: hace referencia all drea de ur\
a cuadrado vy la raiz a la longi-

¢Qué numero es mayor V12 oV11? tud del lado del mismo cua-
drado.
—\/qg— Como 11 <12 entonces V11 <V12.

Al comparar nimeros negativos el que

@ . L , tiene mayor valor absoluto es el menor.
Determina el orden de los siguientes nimeros: | b) -\/15 vy —\/% U

a) 3y V7 [
Comparando V15 y PR
Dado que 3 se puede expresar como \O. =
% <15 entonces \’? <\V15.
Y comparando V9 y V7 :
9> 7 entonces V3 > V7. Por lo tanto,1a7l ser negativos se cumple que
Por lo tanto:3 > V7. N7 >~Vis.
1. Escribe el simbolo <, >, 0 = segln corresponda.
a) lelvg b) 2 |:|\/§ c) 0.7 |:|\/0_7 En c), e) y f) ten cuidado, al
elevar al cuadrado observa
d) V14 [1-V13 e) — ’% [1- % f) ’% []Vos  cudlesmayor.

2. Ordena los siguientes nimeros de menor a mayor.

a) V10 b)- 5 c) 10 d)-Vi5 e) 22 f)=\V15

4



1.5 Numeros racionales e irracionales

I Representa los siguientes nimeros como fracciones:

a) 7 b) 0.25 c)-2.3
S a)7 , b) 0.25 c)-2.3 )
100 _ 25 L 10
7 = —_— — T — - — D — —
1 0.25 x 100 ~ 100 Multiplicando por 1 2.3 % 0 10
Toda division entre uno da
como resultado el mismo -1 Simplificando
numero 4

En b) y c) se busca un numero que haga desaparecer las cifras decimales. En ambos casos, se ha multi-
plicado por 1, por lo que el valor de los nimeros es el mismo.

C

Los numeros que pueden representarse como una fraccidn, es decir, de la forma % con ay b nimeros

enteros y b = 0 se llaman nimeros racionales, se representan (denotan) por: Q.

En el problema anterior, todos los nimeros podian representarse como fraccién, por lo que todos ellos

son numeros racionales.

Los numeros que no pueden ser expresados de la forma %, se llaman numeros irracionales y se repre-
sentan (denotan) por: Q'. Por ejemplo: V2,V3,V5, m.

-2.7

0.35

Numeros

Racionales QQ Irracionales Q
7 2
17 Enteros 7, 9 \/? \/?

---=3,-2,-1,0
Naturales \/ﬁ _\/? _\/g
N
1,2,5,7, T

1. Clasifica los siguientes nimeros como racionales o irracionales, segun sea el caso.

a) 8

b) —0.09

c)-V11 d-m

2. Representa los siguientes numeros como fracciones:

a) 2

b) 0.35

c)—6 d)-1.5

3. Escribe las siguientes fracciones como numeros decimales, realizando la division.

3
a) =
) 5

5
b) 5

5 4

Observa lo que sucede con el resultado en
los literales c) y d) del numeral 1.




1.6 Conversion de numeros decimales a fraccion

P

Representa los siguientes nimeros como una fraccion. -
Los tres puntos al final significan que la parte

a) 1.333333... b) 0.262626... decimal repite el mismo patrén infinitamente.
Considerando x = 1.333333... Considerando x = 0.26262626...
Analizando la diferencia entre 10x y x: Analizando la diferencia entre 100x y x:
10x=13.3333... 100x = 26.262626... Al multiplicar un nimero de-
- x= 1.3333... _ x= 0.262626... cimal por 10, 100, 1000,... el
9x =12.0000... — punto decimal se desplaza a
4 99x = 26.000000... la derecha 1, 2, 3,... espacios
. 74 4 respectivamente.
Despejando x: Xx= = = —, Entonces: x = 22 .
g’ 3 99
Por lo tanto: Al restar 13.333... con 1.333 y
_ _ 4 26.2626... con 0.2626... se eli-
Por lo tanto, x =1.333333 = 3° 0.26262626 = % . mina la parte infinita periddica.

Los numeros decimales cuya parte decimal tiene un nimero de cifras, que se repiten infinitamente se
conocen como numeros decimales periddicos. Para representar este tipo de nimeros se utilizard una
barra sobre el periodo (cifras que se repiten) del nimero. Asi 1.873535... = 1.8735.

Para convertir un niumero de periodo 1 o 2 a fraccion: Por ejemplo:  2.15
1. Se representa el nimero con x y se calcula 10x (o 100x). 1. x=2.15 100x = 215.&_5
Periodo 2
2. 100x=215.1515...
2. Se resta 10x (o 100x) con x para eliminar la parte periddica. - x= 2.1515...
99x = 213.0000...
3. Se despeja x y se simplifica la fraccidon que representa el 221}; 71
; . o2 3. x=£==—
numero decimal periddico. %g 33
Todos los numeros racionales se representan como decimales o decimales periddicos.
1. Clasifica los siguientes nimeros decimales como periddicos y no periédicos.
a) 3.141592 b) 1.452727... c) 14.7777...

d) 2.7272... e)0.873521 f) 1.8555...

2. Expresa los siguientes nimeros decimales periddicos como fraccion.

a) 04 b) 0.17 c) 3.5

d) 1.25 e) 0.741 f) 4.217



1.7 Definicion de los numeros reales

l Coloca los siguientes nimeros en la recta numérica.

a) 2 b) % ¢) —1.271212... d) V5 e) -m

Utilizando las expresiones decimales de estos nimeros.

2 —
a)2 =2 b) 5 = 0.6 c) -1.271212... d) V5 =2236.. e -m =-3.141..
Ubicando en la recta numérica.

_3 -2 -1 0 1

3
Ll

¢
d

Q—p— N

e c b

C A cada punto de la recta numérica le corresponde un Unico numero real y viceversa.

El conjunto formado por los niUmeros racionales y los nimeros irracionales se conoce como: nimeros
reales.

Los niumeros reales se representan por: R
Por ejemplo:
* Los enteros positivos, negativos y el cero son reales porque son racionales.

=g =g L
2= » =3 - 0=

1 1
e Los numeros fraccionarios positivos y negativos son reales porque son racionales.
32,-3:-2 Reales
5 5 5 (R)
e Los numeros decimales, porque son racionales o irracionales. — S —~
Racionales Irracionales
0.7,-0.34,0.3,-1.234, 4.231574..., etc. (Q) (Q)
— —"~ -~
¢ Los numeros expresados con raiz cuadrada, porque son irra- Ente(ro)s Fracciones
cionales. K
, N
\/5, \/5,\/5,\/10 etc. NGmeros | cero NUMeros
. . , negativos Naturales
Y se puede sumar, restar, multiplicar y dividir entre nimeros (N)
reales. ™
Explica por qué los siguientes nimeros son numeros reales.
a) 7 b) 15 o) < d) -0.04
e) 3.141592... f) —1.4527 g) 14.7 h) —2.72

) V7 ) —V1ie k) ) =\/0.09



1. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).

a) El cero no es un nimero racional.

b) La expresion fraccionaria de 0.9 es %.

c) Laigualdad V(-2)?

d) El nUmero V16 es un nimero racional.
e) La resta de numeros irracionales siempre da como resultado otro nimero irracional.

= -2 es cierta.

]
]
]
]
]

2. Determina cuanto miden los lados de los siguientes cuadrados:

a)

9 cm?

b)
2 cm?

3. Determina las raices cuadradas de los siguientes nimeros:

a) 81

b) 17

c)

7 cm?

16

4. Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo de radical:

a)V3e

b) -2

1. Determina cudles de los siguientes nimeros son iguales:

a) (V2)’

2. Ordena los siguientes nimeros de menor a mayor:

d)-V2

a)V3 b) 2

b) V27

c)-3

3. En los siguientes literales:
a) Aproxima el valor de V15 utilizando las potencias indicadas.

% 3.86°=___ 1]

la forma % )

a) 15

b) —1.252547...

3.872= 1]

|

1

o
)

9 cm? 1.21 cm? i|:
4

c) 9 d) 0.4
c) -V0.36 d) V2.25
o) (+v2)’ d) V(2

N f-V2.9

3.882=____ ] 3.892 =[]

[ J<vVis<[ ]

b) Aproxima hasta las centésimas los siguientes nimeros irracionales, utilizando la calculadora.

[ J<V7 <[]
[ J<-Via<[___]

4. Clasifica los siguientes nimeros reales como racionales o irracionales. Si son racionales, exprésalos en

o) V7 d)-Vo0.01



2.1 Multiplicacion de raices cuadradas

P Calcula el drea del siguiente rectangulo que posee \/3 c¢cm de alturay\/7 cm de base.

V3 cm
77—
cm
Para calcular el drea se debe multiplicar\/§ x V7. o
En potenciacién se cumple que
Para operarlo, observa que a?b?= (ab)?
2
(V3xV7) =(V3xV7)x (V3x V7)
2 2
= (\/3) X (\/7)
=3x7

Luego se cumple que (V3 x V7)2=3x 7.

Luego, tomando la raiz cuadrada positiva: V3xX V7 =V3x7 =\21
=V21 cm?

S

C

En general, para realizar Vg x Vb con a, b=0.
Se cumple que (Vg x\/5)2= axb.

Tomando la raiz cuadrada positiva:

Va xVh =Vaxb Por ejemplo:
V3xV2 =V3x2=Ve

Se multiplican los radicandos de cada raiz cuadrada.

Observa que
E
Realizar las siguientes multiplicaciones de raices cuadradas. pero T no es -4, porque
a) - b) (-V5)x(-V3
) (-V2) x V8 ) (-V5)x(-V3) ViaF =Vig - a.
Aplicando la ley de los signos: Aplicando la ley de los signos:
~(VZ x V). (<V5) x(-V3) = (V5xV3)
Resolviendo: Resolviendo:

~(V2xV8) ==(V2x8) =-V16 =-V& =-4. (V5'xV3) = (V5x3) = Vis.

Realiza las siguientes multiplicaciones de raices cuadradas.

a) V5 x\[7 b) V2 x V8 ) (-V3)xV7 d) (-V10) x(-V7)

e) V10 x (-V3) f) V3 x (-V12) g) (-V18) x V2 h) (-V50) x (-V2)



2.2 Division de raices cuadradas

P

Encuentra una forma para realizar la divisidon V3 +V7.

S

Se expresa la division como una fraccion:\/3 +\/7 = N
\/7 En potenciacidn se cumple que
: : (gl
Ademas las raices cuadradas cumplen: (\/3)" =3 (V7) =7 b2 \b
2 2
Entonces: % = % Por propiedades de potencia: (%) = %
, . 3 3
El nimero positivo que elevado al cuadrado da —es \’7 .
' itiva: Y2 = [2
Tomando la raiz cuadrada positiva: v N7
. . _ |3

Por lo tanto: V3 +V7 = \/ =
-
C En general, para realizar Va + Vb cona =0, b > 0.

2
Se expresa como fraccion y se cumple que (ﬁ) ==
p y ple g b b
' itiva: Yo = [
Tomando la raiz cuadrada positiva: W% N
- V35 = - [

Por ejemplo: V3 +V5 = Vs

Se dividen los radicandos de cada raiz cuadrada y se expresan como fraccion.
®Realizar las siguientes divisiones de raices cuadradas:

a) (-Ve) +V10 b) (-V8) + (-V18)
Aplicando la ley de los signos: Aplicando la ley de los signos:
N I \E) = (- _ V8
(-V&): V1o =- (). (-VB) + (-Vig) = 5
Resolviendo: Resolviendo:
Ve )._[E-_[F E_E-J2-2
_\/1_0)_ 0 N5 18 V18 N9 ~ 3
Realiza las siguientes divisiones de raices cuadradas.
a)V2 +V5 b) V2+ V8 c) (-V3)+Ve6 d) (-V15) = (-V6)

e) V3 + (-V7) f) V27 + (-V12) g) (-V20)+V5 h) (-V12) +(-V3)




2.3 Expresion de numeros sin el simbolo de radical

P

Expresa el nimero V225 en el simbolo de radical.

S

Expresando 225 en su descomposicion prima:
Entonces 225 = 32x 52,
Y en la raiz cuadrada se cumplira:
V225 =V32x5?
Utilizando la multiplicacién de radicales:

V32x52 =32 x\/5? =3x5=15
Por lo tanto: V225 =15.

Para encontrar la descomposicion prima de 225.

225
75
25

5
1

Ul ww

entonces 225=3x3x5x5=32x 52,

Para expresar numeros sin el simbolo de radical: Por ejemplo: V324 32412
1. Se encuentra la descomposicion prima del radicando. 1. 324 = 22x32x 32 162)2
2. Se separa la raiz cuadrada en multiplicaciones de po- 2.V324 =\27x32x 32 i; g
tencias cuadradas.r - =V22x\32 x\/3? 9|3
3. Se calcula cada raiz cuadrada y se multiplican los re- 3.\324 = 2x3x3-18 3l3
sultados. 1
®Expresa el nimero % sin el simbolo de radical.
400 _ V400 Haciendo el | q ld inador: ( Observa:
241 - am aciendo el proceso para el numerador y el denominador: 40012 a1 |3
200 |2 147 |3
100 |2 49 |7
1.400 = 22x22x5% 2. V400 =V22x22x52 = \V22x\22 x /52 3.VA400 =2x2x5=20 | 50 |2 7|7
25(5 1
5|5
1
1. 441=3x7 2. V441 =\32x72 = \B2x\J72 3.\441 =3x7=21 |

Por lo tanto: V400 _ E.
Vaa1 21

Expresa los siguientes niumeros sin el simbolo de radical:

a) Vo00 b) — V625
d)-.[49 81
) 144 €) 196

c) — V441




2.4 Multiplicacion de un numero racional con una raiz cuadrada

I Realiza la multiplicacion 5 x V2 y exprésala como la raiz cuadrada de un solo ndmero.

S Expresando 5 con el simbolo de radical 5=V?25.

Para representar la multiplicacién
Entonces, se tiene 5 x\/_ =\V25 x \/E 5xV?2 se puede utilizar la notacidn:
5V2

Realizando la multiplicaciéon V25 x V2 =V25x2 = V50 .
Por lo tanto, 5 x V2 = V50 .

La notacién @b simboliza la multiplicaciéon a x\b con a, b=0.

Para realizar la multiplicacion a x Vb y expresarla como la raiz cuadrada de un ndimero:

Por ejemplo: 3 V3
1. Se expresa a con el simbolo de radical. B
1. 3 =V9
a = Va?
2. Se multiplican las raices cuadradas. 2. 3V3 =3xV3 =VoxV3
axVb =Va* xVb =VaZxb =V9x3
= V27
Expresa el nUmero N5 como la raiz cuadrada de un numero.
3
Expresando el niumero 3 con el simbolo de radical 3 = V9.
V5 _ V5 E
L B N =X
uego, . Vo 5 -
Expresa los siguientes nUmeros como la raiz cuadrada de un niumero.
a) 3V2 b) 5V3 c) 4Vs
7 3
0 = =



2.5 Simplificacion de raices cuadradas inexactas

¢Como se puede simplificar la expresion de los nimeros a)V12 y b),’% ?

a) Expresando 12 en su descomposicién prima: b) Expresando el radical como una fraccién:
V12 =V22x3 5 _V5
9 Vo
Simplificando la expresién: Simplificando la raiz cuadrada del denominador:
V22x3 = 2V3 N5 N5
9 3
Por lo tanto: Por lo tanto:
V12 =2V3. \/%=£35.
N\ J

C Se conoce como simplificar una raiz cuadrada a expresarla con un radicando menor que el inicial.
Y se dice simplificar a la minima expresién una raiz cuadrada cuando se simplifica el radicando al me-
nor valor posible. Si @, b 2 0 entonces Va?xb =a Vb .

Observa:
Por ejemplo, simplificar V90 a su minima expresion. 90 |2
45 (3
Utilizando la descomposicidn prima de 90: 15 |3
515

V90 =V32x2x5 =V32x\V2 x5 = 310 !

Y la simplificacion de V90 a su minima expresion es 3V10, porque ya no se puede reducir el radicando.
Al realizar cualquier operacidon con radicales, siempre se debe simplificar el resultado a la minima

expresion.

@ Observa:
Simplifica el ndmero —V396 a su minima expresion. ig: ;
Utilizando la descomposicién prima de 396: 22 g

~V396 = -V27x32x11 = -V22 xV32xV11 = - 2x3xV11 = -6V11 M

Y como ya no se puede reducir el radicando, la simplificacion a la minima expresion de —V396 es: —6V11

f

\ 1. Simplifica las siguientes expresiones:

a) Vig b) &

= c) V27 d) - V200 e) —\/83_1

2. Simplifica los siguientes nimeros a su minima expresion.

a) V252 b) — V450 c) V405



2.6 Multiplicacion de raices cuadradas utilizando simplificacion

-

P Realiza la multiplicacion V28 x V18

S

Se puede simplificar antes de operar.

V28 = Vax7 =2\7
\/E=V9x2 =3\/?

Entonces:

V28 x V18 = 2V7 x3V2
= 2x3x\/7x\/?
-6V14

Se puede multiplicar desde el inicio.

V28 x V18 = V28 x 18

Luego, se expresa como factores primos:

V28 x18 = V7x22x32x2

. . Observa que para evitar
Y se simplifica: calculos grandes se evita

\/W =9x3 X\/m hacer la multiplicacién

28 X 18.

=6V14

C Para multiplicar raices cuadradas con nimeros grandes como radicando se puede hacer lo siguiente:

Por ejemplo: V20 x V90

1. Se simplifica cada raiz cuadrada si es posible. 1. V20 = 2Vs Voo = 3V10

2. Se multiplican las raices ya simplificadas.

3. Se simplifica si es posible.

3.6V50 = 6x5V2=30V2

2. 2V5 x3V10=2 x3 xV5 xV10=6 V50

®Realiza la multiplicacién —V98 x V80.

Cuando los radicandos son muy grandes, se factoriza en primos antes de multiplicar.

Observa:
-V98 x V80 = —-V98x80 = —V2x72x22x22x5 98 |2 80 |2
49 |7 40 |2
= —7x2x2x\V2x5 7|7 20 (2
1 10 |2
= - 28V10 o P
Realiza las siguientes multiplicaciones de raices cuadradas.
a) V20 x V12 b) V75 x V50 c) V18 x (V50) d) (-V27) x (V32)
e) V10 x V14 f) V8 x V6 g) V12 x (-V15) h)Va6 x (V20)



2.7 Racionalizacion de denominadores

I Encuentra una fraccién equivalente que no tenga raiz cuadrada en el denominador para

1
V2
~
Considerando la fraccién equivalente: == X ~—= Al multiplicar y dividir una fraccién por un
\/T \/T mismo numero se obtiene una fraccion
] o » 1 \/j 1 X\/T \/j equivalente, es decir, que representa la
Realizando la multiplicacién: W x N W = misma cantidad. Por ejemplo:
1 1 2 2
1 2 _ = = X = = =
Por lo tanto: W = % 3 3 2 6
Comprobando los valores de cada expresidon en la .
Observa que esta expresion en la que
calculadora. se simplifica la raiz cuadrada del deno-
1 _ 0707106 minador es mucho mas facil de insertar
N ' en la calculadora y también para hacer
operaciones de fracciones, porque asi el
ﬁ = 0.707106... denominador es entero.
. 2 v,
C El proceso en el cudl se encuentra una fraccidon equivalente sin raices cuadradas en el denominador de
una fraccion se llama: racionalizacion de denominadores.
Para racionalizar el denominador de una fraccidn % ) | ionaliza _3
A a —_—
donde a > 0 se siguen los pasos: Por ejemplo, racionaliza 6
o ., \a 3 3 _\6
1. Se multiplica por la fraccion —. l. ==—F=%X—
plicap va V6 V6 V6
2. Se realiza la multiplicacion y se simplifica el resultado. 2. \/_i x \/_i - \/3_X\/\/€_ - 3V6 - \/_g
6 6 6 X\6 6 2
b Yo _5Va
Y@ * V& g
Al realizar cualquier operacion con radicales, siempre se debe racionalizar los radicales del denomi-
nador.
(e — £
z 1a)— b)-—.
Racionaliza los siguientes nimeros )\/7_ ) N
a) L Y2 V3, V7 b) Se simplifica V12 : V12 =2V3
TV ) sesime 2
PR I '
2. VoML VDT NI T S
N7 N7 NTx\T7 7 7
2\3 \/_ 2V3x\/3) 2x3/ 6
Racionaliza los siguientes numeros.
a) = b) — —— ) N3 d) 2
e) = f) = g) - 12 hy- Y5
V3 21 V18 24



2.8 Suma y resta de raices cuadradas

I Efectua las siguientes operaciones:

7V3 +2V3 b)7V3 -2V3
N
a) Tomando a =V3 : 7V3 +2V3 = 7a+2a=9a=9V3
Ja=a+a+a+a+a+a+a.
b) Tomando a =V3 : 7V3 -2V3 = 7a-2a=5a=5V3 2a=a+a.
) Y

C Para sumar y restar raices cuadradas, se suman y restan los coeficientes de las raices cuadradas que
tienen igual radicando.

Ejemplos: a) 6 + 5V7 — 3\V7 ‘ b) 3V2 - 4V3 + 2V2 Observa:
V2 +V3 = V5§

N ) _ _ . 141.+ 173..% 2.23..
Identificando los nimeros que tienen igual radicando:
No se puede expresar V2 + V3

B, 5\/7_ 3\/7 ‘ 3\/5_ 4\/5 + 2\/5 de forma mas simple.

Sumando y restando los coeficientes de las raices con igual radicando:

6+5V7-3V7 =6+(573V7 | 3V2-4V3+2V2 = (3;2)\/5—4\/5

-
~ - S ~ - /7

Por lo tanto:

6+5V7-3V7 =6+2V7 3V2 - 4V3 +2V2 =5V2-4V3

Ten cuidado para sumarVa +Va, no es Va + a = V2a, es igual a: 2Va.

Ten cuidado

Multiplicando: \/5 X\/E =Vaxb
| Sumando: Va +Vb = Va+b

Efectla las siguientes operaciones de raices cuadradas.

a)V3 + 4V3 b) 9V2 - 7V2 ) V5 - 7V5 d)5V6+7V6 +8

e)2V2-6-7V2 floVs+7V5+4V7 8 7V6-3V2+8V2 h) 5V7-4V3-8V7



2.9 Suma y resta de raices cuadradas utilizando simplificacion y racionalizacion

P EfectUa las siguientes operaciones: a) V18 — V32 +V50  b)V12 —Tg,

a) Simplificando cada raiz cuadrada: b) Simplificando una raiz cuadrada y
racionalizando la otra:
V18 = V2x32=3V2 V12 = V22x3=2V3
V32 = V2x# =4\2 6.6,V _6\3_,5V3
V3 V3 V3 3
V50 = V2x52=5V2
Y sumando las raices cuadradas: Y restando las raices cuadradas:
V18 -V32 +V50 =3V2 - 4V2 +5V2 \/12—%-2\/_—2\/_
= (3 — =0
(3-4+5) \/E A las raices cuadradas con igual
=4\2 radicando se les conoce como
- | raices semejantes.

C

Para sumar y restar raices cuadradas con radicandos diferentes:

Por ejemplo: V20 - V45 + %.

1. Se simplifican los términos a su minima expresion. 1. V20 = 2Vs5
Va5 =3Vs5
2. Se racionaliza las raices que sean posibles. 2. 30 - 30, £= 30 V5 =6V5
| P V5 V5 V55
3. Se efectlan las sumas y restas con raices semejantes. 3. V20 -V45 + %

=2V5 -3V5 +6V5 =5V5

N Efectua las siguientes operaciones de raices cuadradas:

a) V20 + Va5 b) V48 + V75 +V27 V12 -V3 +V27
3 28 8
d)\/ﬁ+ﬁ E)\/§+W f)\/7_—\/_7

g)@nfﬂ% h)@—x@ﬁ% i)\/ﬁ—\/l_—%



2.10 Operaciones combinadas de raices cuadradas, parte 1

P Efectda la operacion V3 (V3 +5).

S Tomando V3 =a:

La propiedad distributiva cumple que:
Se puede aplicar la propiedad distributiva: a(b+c)=ab+ac.

V3 (V3+5)=a (b+5)ca+5a

V3 (V3 +5) = (V3) +5 (V3)
=3+5\3

S

C La propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma se cumple para niUmeros reales y en parti-
cular para raices cuadradas.

Para 3 nimeros reales a, b, ¢ se cumple que a(b +c) =ab + ac.

Por ejemplo: V5 (V6 +V5) = V5 (V6) + (V5)’

=V30 +5

E Efectta la operacién V5 (Va5 +7).
Se simplifica V45 : V45 = 3V5.

Entonces: V5 (\/E+7) = \/§(3V§+7) =3 X(\/g)2+7(\/§)=3x5+7\/§= 15+7V5.

f

\ Efectua las siguientes operaciones de raices cuadradas: e o as eEie s

de calcular.
a) V7 (V7 + 6) b) V2 (V2 - 3) c) V5 (Va5 + 3) d) V6 (V24 + 9)

e) V3 (V75 - 4) f) V5 (V20 - 6) g) V7 (V7 + V3) h) V2 (V18 +Vag)



2.11 Operaciones combinadas de raices cuadradas, parte 2

P Efectla la operacion (\/§+ 3)(\/5 + 1).

~
S Desarrollando la multiplicacion:
AN Para operar (@ + b)(c + d) se efectta asi:
’/ \‘ V ///:: = o
(V5 + 3)(3vg+}) = V5 (V2) +V5 (1) +3(V2) +3 (1) (@ +b)(&+ ) = ac+ad + be + bd,
DA A A
4 \‘\7 -
L - V10 +V5+3V2 +3 )

C La propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma se cumple para nimeros reales y en particu-
lar para raices cuadradas, también en el caso (a + b)(c + d).

Para 4 numeros reales a, b, ¢, d se cumple que (a + b)(c + d) = ac + ad + be + bd.

Por ejemplo: (V7 +V3)(VZ + V3)
(V7 +V3) (V2 + V3) = V7 (V2) + V7 (V3) + V3 (V2)+ (V3 )’

= \/ﬁ + \/ﬂ + \/E +3
®Efectua la operacién (V72 + 1)°.
Aplicando los productos notables: Desarrollo del producto notable:
(\5+1)2=(\5)2+2(\5)(1)+(1)2 (a+b)?=a?+2ab+b?
=2+2V2+1
=3+2V2

\ EfectUa las siguientes operaciones de raices cuadradas. Simplifica las respuestas a su minima expresion.

a) (V7 +2) (V5 -4) b) (V6+5) (V6 +4) <) (V2-3)(V2-7)

d) (V7 +V5) (V7 - V5) e) (V5+6) f) (V3-2)

g) (Ve +V5) (V3 +Ve) h) (V6 -4) (V2 -2) ) (V5 +2)(V5-2)



. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).

a) V121 = 11 entonces V12.1 =1.1.

b) Al realizar la divisidn V8 +V2 se obtiene un nimero racional.

c) El resultado de efectuar 2V2 x3V2es 2x3xV2 =6V2.
d) El resultado de efectuar V2 +V3 es V2 +3 =V5.

e) Al racionalizar el nimero == se obtiene el nimero V2.

V3

. Realiza las siguientes multiplicaciones de raices cuadradas.

JU UL

VT x V2 b) (-V6) x Vio 0 (V& )x (-VIa)

. Realiza las siguientes divisiones de raices cuadradas.

a)\Vs5 +\V7 b) Ve +(-V14) ) V6 )+ (-Vas)

. Expresa los siguientes numeros sin el simbolo de radical.

a) V900 b) %

. Expresa los siguientes nimeros como la raiz cuadrada de un numero.

a) 25 b) 7V2 o N2
5

. Simplifica los siguientes nimeros a su minima expresion.
b) \{=r
a) V27 64
. Efectda las siguientes multiplicaciones de raices cuadradas.

a) Vas x V28 b) V30 x V21

. Racionaliza las siguientes raices cuadradas.

1 b)\/5_

a)ﬁ \/7

. Efectla las siguientes operaciones de raices cuadradas.

a) 6V7 +9V7 b) 13V5 -7 - 8Vs5
d) V75 +Vag e) V28 -\V63 +V7

. Efectla las siguientes operaciones de raices cuadradas.

a) V5 (V5 - 6) b) V3 (V75 - 8)

d) (V3-7)(V3-5) e) (V& +Ve6) (V8- Ve)

c) V405

) V3 -5V7 +4V3
20
f)\/g__\/_T

) V5 (V7 -V5)
f) (V5-4)



2.14 Resolucion de problemas con numeros reales

I En la escuela de Mario se han destinado $225 para comprar las camisas de la promocién. Si el nimero

de camisas coincide con el precio de cada una de ellas, écudnto es el costo de cada camisa?

e Sifueran 3 camisas, cada camisa deberia costar $3 y se gastarian $9 en total.
e Sifueran 10 camisas, cada camisa deberia costar $10 y se gastarian $100 en total.

En general, tomando a como el costo de cada camisa.
El problema menciona que el nimero de camisas coincide con el precio de ellas.

Entonces, se compraron a camisas a un precio de a ddlares.
Y como el gasto total es $225, se cumple que a? = 225.
Recuerda que V225 significa el

Por lo tanto,- el costo de cada camlsa es:\V225. T (e GG el
Descomponiendo en factores primos: V32x52 =3 x5 =15. AECERE G 295,

El costo de cada camisa es de $15.

C Para resolver una situacién problematica se siguen los pasos:
1. Identificar la informacién que brinda el problema.
2. Si es posible realizar un esquema de la situacién del problema.
3. Buscar un método de solucién para el problema.
4. Brindar la respuesta al problema planteado.

5. Verificar si la respuesta satisface todas las condiciones del problema.

1. En la escuela de Carmen gastaran $144 para comprar los uniformes de los intramuros, si el nimero
de uniformes coincide con el precio de cada uno de ellos, {cuanto es el costo de cada uniforme?

2. Untablero de ajedrez es cuadrado y tiene 64 cuadritos, ¢ cudntos cuadritos tiene cada lado del table-
ro?

3. Se enladrillara un terreno cuadrado con baldosas cuadradas de 0.25 m cada una, ¢cudntas baldosas
hay que comprar si el terreno tiene un drea de 25 m??



. Determina los numeros naturales que puede representar “a” para que se cumpla la siguiente relacion:

3<Va<4

. Aproxima los siguientes nimeros tomando en cuenta que V5 = 2.236.

a) V20 b) % c) %

. Considerando x =5 + V7, y =\5 —\7 , determina el valor de las siguientes expresiones algebraicas.

a) (x+y) b) xy c) x*—y?

. Determina dos nimeros que sumados dan 318 y la raiz cuadrada de uno es igual a la raiz cuadrada del
otro aumentado en 20.

. Determina el perimetro de la siguiente figura si tiene un area de 245 m?. La figura esta compuesta por
cuadrados.

. Se sembraran 170 matas de frijol en dos bandejas cuadradas para cultivo de esquejes (retofios). Si uno
de ellos tiene 7 divisiones por lado, {cuantas divisiones debe tener el otro recipiente?

. Se deja caer un objeto de un edificio de 10 m de alto, écuantos segundos después de haberlo soltado
chocara contra el suelo si el tiempo viene dado por la expresion ¢ = \f% ? (y: altura de la que cae el
objeto).

. Don Juan quiere cercar su terreno cuadrado de 2 500 m?de area. Si cada metro cercado tiene un costo
de $3.75, écuanto sera el costo total por cercar el terreno?



Ecuaciéon Cuadratica

Tablilla BM 13901 es uno de los
textos matemadticos mds antiguos
se encuentra en el Museo Britdnico
de Londres, Inglaterra, comprende
24 problemas y sus soluciones.

Desde épocas muy remotas, muchos calcula-
dores y practicos utilizaban métodos que se
apoyaban en las técnicas para medir tierras;
en la actualidad, el algoritmo es utilizado para
conocer la cantidad de materiales que se ne-
cesitarian en una construccion, en las finanzas
para conocer el sueldo devengado por los tra-
bajadores, también para conocer raciones de

En matematica, el uso de simbolos no solamente aparece en
notaciones para numeros; el primer paso hacia el razonamiento
simbdlico tuvo lugar en el contexto de la solucién de problemas.
En la antigua Babilonia lo que se hacia era presentar informacion
sobre una cantidad desconocida y luego se presentaba su valor;
un ejemplo de esto se da en la Tablilla BM 13901, que data del
siglo XVIII: “He sumado siete veces el lado de mi cuadrado y once
veces el area, obteniendo 6%” a esto se le denomind “el método
de falsa posicion” que resulta ser el proceso de solucion de la
siguiente ecuacién ax’+ bx +c¢ =0, c<O0.

A pesar de que las soluciones de una ecuacion cuadratica fueron
conocidas por algunos matematicos hindues y arabes de forma
verbal y a través de construcciones geométricas, fue por el ma-
tematico hindu Bhaskara nacido en el 1114 d. C., que se conocio
la solucién de este tipo de ecuaciones utilizando el algebra sim-
bélica.

Si se tiene una cantidad definida de ladrillos cuadrados
y el drea que se debe cubrir, se puede formular una

alimentos, reparto de herencias, entre otros. ecuacién cuadrdtica para identificar el tamafio de los

ladrillos.

Con estos contenidos veras la importancia de resolver ecuaciones cuadraticas utilizando
factorizacion y la férmula cuadratica usando recursos geométricos. Ademas estudiaras si
hay soluciones en una ecuacion cuadratica y se plantearan ecuaciones cuadraticas para
resolver problemas de aplicacion.



1.1 Sentido y definicion de la ecuacion cuadratica

P

Don Antonio tiene un terreno cuadrado para cultivar frijol, ¢écomo se puede determinar la medida de
los lados del terreno si este tiene un area de 100 m??

S

Haciendo un esquema de la situacién:

Utilizando x para simbolizar la longitud del lado.
El drea del cuadrado es:

A=1?

X 2

El area d.ell terreno es de 100 m?, entonces se puede plantear Donde L es Ia longitud del

la ecuacion: lado al cuadrado.
x*=100

A =100 -|-
|

Para determinar la medida de los lados del terreno hay que resolver esta ecuacién.

La ecuacion planteada en el problema es x* = 100, si se transpone el 100, también se puede expresar
como x?—100 =0, en la cual la incégnita esta elevada al cuadrado. Este tipo de ecuaciones son llamadas

ecuaciones cuadraticas.
Transponer €én una ecua-

. " - . cién significa pasar de
En general, se define ecuacidn cuadratica como las ecuaciones de la forma ,
un miembro de la ecua-

ax*+ bx+c=0; con a, b, cnUmeros realesy a # 0. cion al otro.

Por ejemplo: 2x*—3=0, 9x*—3=0, (x+5)?-16=0, x*+4x+1=0,x°+4x =0, etc.

®Don Miguel tiene un terreno rectangular cuyo largo tiene 2 m mas que el ancho y su area es de 99 m?.
Determina la ecuacién que simboliza el problema representando con x la medida del largo.

'|' Aplicando el 4rea del rectangulo (A = base x altura). x(x—2)=99
A=99 -
xJ_ 2 Desarrollando el producto:  x?>—2x=99
F——x— Transponiendo el 99:  x*—2x-99=0

1. Encuentra la ecuacion que determina la longitud desconocida en cada figura.

a) et I b) '|' c) T
1 A=64 A=10  x-=3
x— I
F—">5— También se puede plantear el
—x— mismo problema con un trian-
d) T e) | f) '|' gulo, se debe tener presente
A=6 2 -|- que el area del tridngulo es:
1 I x—6 6 A = base xaltura
—x | A [ J- A=6 J- 2
=9 x—
—x— —

2. Determina cuales de las ecuaciones planteadas en el ejercicio anterior son cuadraticas.
3. Determina la ecuacion para encontrar dos numeros enteros consecutivos que al multiplicarlos re-
sulten 42.



1.2 Soluciones de la ecuacion cuadratica

I Determina cuales de los niumeros, —4, —3, 3, 4, son soluciones de las ecuaciones.

a)3x=12 b)x*—x-12=0

S

Utilizando —4 y sustituyendo en ambas ecuaciones.
a) 3(-4) =-12 b) (-4)>—(-4)-12=16+4-12=8
—4 no es solucién de ninguna de las ecuaciones.

Utilizando —3 y sustituyendo en ambas ecuaciones.
a)3(-3)=-9 b) (-3)?-(-3)-12=9+3-12=0
—3 no es solucidon de la ecuacion a), pero si es solucion de la ecuacion b).

Utilizando 3 y sustituyendo en ambas ecuaciones.
a)3(3)=9 b)(3))-(3)-12=9-3-12=-6
3 no es solucidn de ninguna de las ecuaciones.

Utilizando 4 y sustituyendo en ambas ecuaciones.
a)3(4)=12 b) (4)>-(4)-12=16-4-12=0

4 es solucion de ambas ecuaciones.

Por lo tanto, la ecuacidn a) tiene una solucion (4), y la ecuacion b) tiene dos soluciones (4 y —3).

Los valores de la incdgnita que cumplen una ecuacion cuadratica se llaman soluciones.

El proceso de resolver una ecuacién cuadratica consiste en encon- Las ecuaciones lineales tienen
trar todas las soluciones de ella. En la ecuacién cuadratica pueden solamente una solucién.
haber hasta dos soluciones.

1. Determina cudles de los nimeros en los paréntesis son soluciones de las ecuaciones.

a)x*-9=0 (-3,-1,1,3) b)2x-6=0 (-3,-1,1,3)
c)x*-2x-8=0 (—4,-2,2,4) d2x+8=0 (-4,-2,2,4)
e)x*+4x+3=0 (-3,-1,1, 3) fldx+12=0 (-3,-1,1,3)
g)x2—8x+16=0 (-4,-2,2,4) hyx—4 =0  (-3,-1,1,3)

2. Determina cuales de las ecuaciones del numeral anterior son cuadraticas y cuales lineales. Justifica
la respuesta.



1.3 Solucion de ecuaciones de la forma x?>=c

l Resuelve la ecuacidn cuadratica planteada en el problema de don Antonio de la primera clase.

x? =100

S

Entonces: x = +\/100.

Expresando sin el simbolo de radical, x = £10.

Para resolver esta ecuacion se puede utilizar la idea de las raices cuadradas de un nimero.
Como x? = 100 significa que al elevar x al cuadrado da como resultado 100.

Al elevar un nimero al cuadra-
do da el mismo resultado que
elevar el negativo del nimero
al cuadrado:

32=(-3)2=9

El problema de don Antonio era sobre la longitud de los lados del terreno, por lo que la solucién nega-
tiva no se puede tomar en cuenta y por lo tanto, la solucion del problema es: 10 m.

Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma x? = ¢ se siguen Por ejemplo: x? = %
los pasos:
.. . 7 _ 1
1. Se resuelve la ecuacidon determinando las raices cuadradas de c. 1. x= i\lf
x=+Ve
. . , . . . 1
2. Se expresa el numero sin el simbolo de radical, si es posible. 2.x=t% =
®Resuelve la ecuacion cuadratica x> — 20 = 0.
Se transpone el numero 20 en la ecuacion x? = 20.
Se resuelve la ecuacién x? = 81. 1. x=%V20 2. x=%2V5
1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:
2 — 2 — 1 2 — 4 2
a)x*=16 b)x—; c)x—; d)x*-1=0
, , 1 16 _ ., h) = —x2=0
e)x’-9=0 fyx?——=0 g) e —x'= 36 =

2. El hermano de Julia es 4 afios mayor que ella y la hermana es 4 afios menor, ¢qué edad tiene Julia si

al multiplicar las edades de sus hermanos resulta 20?




1.4 Solucion de ecuaciones de la forma ax? =

P

Marta y Mario juegan a “las adivinanzas”, Marta le dice a Mario que ella estd pensando un numero que
multiplicado con su triple da como resultado 12, ¢cdmo puede determinar Mario el nUmero que podria
estar pensando Marta?

S

Representando por x el nUmero que esta pensando Marta.

Entonces el triple del nimero que esta pensando Marta es representado por “3x”.

Luego para representar que el nimero multiplicado con su triple es 12, se plantea la siguiente ecua-
cién: x (3x) =12.

Multiplicando los términos: 3x* = 12.
12

Despejando “x*”, x> =3 = x* = 4.

Resolviendo la ecuacion, x = V4 = x = +2.

Por lo tanto, el nimero que estd pensando Marta podria ser: +2 0 -2.

C Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma ax*=c¢, ¢ #0
se siguen los pasos:

1. Se despeja el término x?. Observa que si el signo de a es
x2= < diferente al signo de ¢ entonces
a % tiene signo negativo, entonces
2. Se resuelve la ecuacion determinando las raices cuadradas la ecuacién no tendria solucién
de £, en los numeros reales porque no
a s estan definidas las raices cuadra-

X = i\/% \das de un nimero negativo.

3. Se expresa sin el simbolo de radical o se simplifica a la mini-
ma expresion, cuando se pueda.

@Resuelve la ecuacion cuadratica: 3x2-2=0

Cuando hay un radical
en el denominador debe
Se transpone el =2 en la ecuacién:  3x2=2 racionalizarse.

Se resuelve la ecuacién 3x? = 2. 1. x2=2 2 x=+ ,i =+ Y2 _ V6
3 3 V3 3

1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

Observa que las ecuaciones
a)2x*=18 b) —4x*=-1 c)x*=7 de la forma x? = ¢; son un
caso especial de las de la
forma ax?=c, cuando a = 1.

d)-4x>+4=0 e)10-2x* =0 f)-x?+2=0

2. Encuentra las longitudes de una cancha de baloncesto, si el largo de la cancha es el doble de su ancho
y tiene un drea de 450 m?2.



1.5 Solucion de ecuaciones de la forma (x + m)’=n

P Resuelve la ecuacidn cuadratica (x + 1)> = 25.

S

Para resolver esta ecuacidn se representard la parte dentro del paréntesis x + 1 por w = x + 1 luego se
usa la idea de raiz cuadrada.

w?* =25 Sustituyendo w =x+1,
w= i\/f =45 La estrategia de representar
una parte de la ecuacién por
una letra diferente se conoce
como cambio de variable.

x+1=4%5 sustituyendo nuevamente x + 1 = w.

Es decir,x+1=5y x+1=-5.
x=5-1=4y x=-5-1=-6 despejando x.

Finalmente las soluciones de la ecuacion (x + 1)>=25 son: x=4yx=-6.
x

~

C

Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma Por ejemplo:
(x + m)? = n se siguen los pasos: (x—3)2=7 Haciendo 3
w=x-—
1. Se cambia la variable x + m por w: 1. w*=7
w*=n p
e Observa que
2 — o
2. Se resuelve la ecuacion de la forma x*= n: 2.w=\7 Si 7= 0; la ecuacién solo tie-
w=t\n ne una solucién, x = —m.
3. Se sustituye a la variable inicial: 3. x-3=+\7
+ \/— ’ - Si n es negativo; la ecuacion
X+m=INn | no tiene solucidn.
4. Se resuelve para la variable inicial:
P 4.x=3+\7

x=-m t\n

®Resuelve la ecuacién cuadratica: (x—5)>*—12=0.
Se transpone —12 en la ecuacién: (x—5)*=12.

Se resuelve la ecuacién (x — 5)> = 12.

1Lw=12 2.w=t\V12=%2Y3 3. x-5=+2\3 4 x=5%2{3

1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)(x+4)*=4 b) (x-2)*=2 c)(-x—3)*=8 d)(x+2)?=0
e)(x—4)*-16=0 f)(x+3)2-3=0 g)(-x+6)*—12=0 h)(1-x)?=0

Recuerda que los lados del

. terreno de don Antonio
2. ¢Cuanto debe aumentar cada lado del terreno cuadrado de don Antonio median 10 m cada uno, y

si quiere cultivar 144 m?de frijol? se determind en la clase 3
de esta leccidn.



1.6 Solucion de ecuaciones de la forma x2+ bx =0

l Resuelve la ecuacion cuadratica x* + 5x = 0.

S

La siguiente propiedad se cumple para cualesquiera nimeros reales A, B.
SiAxB=0entoncesA=00B=0

Ademas, la expresion x? + 5x se puede factorizar sacando factor comun x: x* + 5x = 0.

Y se tiene la ecuaciéon: x (x + 5) = 0.

Se cumplequex=0 ox+5=0.

Resolviendo la ecuacioén lineal x + 5=0 = x =-5.

Y las soluciones para la ecuacién cuadratica x> + 5x =0 son: x =00 x = -5.

C Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma x? + bx = 0 se siguen los pasos:

1. Se factoriza la expresion utilizando factor comun:

x(x+b)=0
2. Se aplica la propiedad enunciada al inicio y se determinan las ecua- Observa que la solucion x = 0
ciones lineales a resolver: siempre es solucidn de las ecua-

ciones de la forma x? + bx = 0.

x=0 o x+b=0

3. Se determinan las soluciones de la ecuacidn cuadratica resolviendo
la ecuacidn lineal x + b = 0.

x=0 o x+b=0=x=-b

®aCémo se resuelve la ecuacion ax? + bx = 0? Por ejemplo: 3x? + 2x = 0.

Se factoriza x (a + bx) = 0y luego se 1. x(3x+2)=0 Observa que la solucién
encuentran las soluciones. x = 0 siempre es solucién de
2.x=0 o 3x+2=0 las ecuaciones de la forma
ax®+ bx=0.
2
3.x=0 o0 x=—-——=
3
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a)x*-5x=0 b)x*+x=0 c)3x*+5x=0 d)4x*—x=0

e)—x2+x=0 f)—x?—2x=0 g) 2x*+8x=0 h) -3x* +6x =0



1.7 Solucion de ecuaciones de la forma x2+ 2ax + a%=0

l Resuelve la siguiente ecuacién cuadratica: x>+ 4x+4 =0.

S Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto: x> + 4x +4 = (x +2)*=0.

El trinomio cuadrado perfecto
Entonces: se factoriza:

x+2=0 X% +2ax + a* = (x + a)?

-

C

Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma x> + 2ax + a® = 0 se siguen los pasos:

1. Se factoriza la expresion utilizando el trinomio cuadrado perfecto:
x*+2ax+a*=(x+a)=0

2.Se aplica la propiedad enunciada al inicio de la clase 6 y se determina la ecuacion lineal a resolver
x+a=0.

3. Se determinan las soluciones de la ecuacién cuadratica:
xX=-a

®Resuelve la siguiente ecuacién cuadratica 4x* + 4x + 1 = 0.

1. Ax*+4x+1=w?+2w+1=0 Tomando w = 2x,
2. (w+1)=(2x+1)*=0 sustituyendo nuevamente 2x = w,
3. 2x+1=0.

=3

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas.

a)x’+6x+9=0 b) x*-8x+16=0 c)4x*-12x+9=0

d)9y*+6y+1=0 e)y?-10y+25=0 f)y2+ 14y +49=0



1.8 Solucidn de ecuaciones de la forma (x + a)(x + b) =0

P Resuelve la ecuacion cuadratica: (x—2)(x—3) = 0.

S Se tiene (x— 2)(x — 3) = 0 se debe cumplir que

X
A B x—=2=0 o x—3=0 Para cualesquiera nimeros reales
A, B se cumple que SiA X B=0
Resolviendo las ecuaciones lineales: entonces A=00 B =0.
x =2 o x=3
_
C Para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma Por ejemplo:  (x+1)(x—4)=0

(x—a)(x—b) = 0 se siguen los pasos:

1. Se aplica la propiedad y se determinan las l.x+1=0 o x-4=0

ecuaciones lineales a resolver:
x—a=0 o x-b=0

2. Se determinan las soluciones de la ecuacion 2.x=-1 o x=4
cuadratica resolviendo las ecuaciones lineales:

x=a o x=b

@Resuelve la ecuacion cuadratica: x?+ 5x+ 6 =0.

En este caso primero se factoriza la expresién buscando el producto notable correspondiente, 2 nime-
ros que multiplicados dan 6 y sumados 5, son 3y 2.

Resolviendo:  x?+5x+6=0 = (x+3)(x+2)=0 _
Las expresiones de la forma:

x*+(a+b)x+ab=0
1. x+3=0 0 x+2=0 se factorizan de la siguiente manera:
x*+(a+b)x+ab=(x+a)x+bd).

2.x=-3 o0 x=-2

1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)(x-2)(x—-1)=0 b) (x+5)(x—3)=0 c)(x=7)x+2)=0 d)(x+4)(x+3)=0

e)x*—7x+6=0 f)x>-2x-8=0 g)x*+x-6=0 h)x*—4x+3=0

2. Encuentra dos numeros consecutivos que al elevarlos al cuadrado y luego sumarlos, dé como re-
sultado 25.



1.9 Solucion de ecuaciones cuadraticas utilizando areas

P El area de la figura es 33 cm?. Encuentra la medida del lado x utilizando una justificacién geométrica.

l

X x2 8x

d

Puedes pensar en recortar y
adecuar las piezas de modo
conveniente.

X 8
S N
1. Dividiendo el rectangulo en dos partes iguales y Solucién algebraica:
girando 90° una de esas partes. 22+ 8x = 33
5 1. x*+4x +4x =33
X dx
dx
2. Completando el cuadrado de lado 4. 2. x*+ 2(4x) + 4> =33 + 42
X x? 4x
4 4x 16
x 4
3. El drea de la figura inicial es 33 cm?, si se agrega un 3. (x+4)*=49
cuadrado de lado 4, el area de la figura anterior
es 49 cm?.
Por tanto, el lado x debe tomar el valor de 3 cm, ya Solucién: x =3
que (7 cm)? =49 cm?.
J

dratica.

Se pueden utilizar argumentos geométricos para encontrar la solucién positiva de una ecuacién cua-

Las ecuaciones cuadraticas tienen hasta dos soluciones, pero dado que se trata del lado de una figura

solo se considera la positiva.

Utiliza argumentos geométricos para encontrar la solucidn positiva de las siguientes ecuaciones:

a)x’+2x =38 b) x>+ 10x =56

c) x*+6x=27




1.10 Solucion de ecuaciones completando cuadrados

I Resuelve la ecuacion cuadratica: x2 + 8x—20=0.

S

Para resolver se puede transformar a la forma (x + m)? = n y aplicar lo visto en la clase anterior.

En el desarrollo del cuadrado de
un binomio la expresion es la si-
guiente:

Se transpone el —20: x?* + 8x = 20.

Sumando un nimero apropiado en ambos miembros de la ecuacién,
de manera que la expresion del miembro izquierdo sea un trinomio
cuadrado perfecto.

(x+a)?=x>+2ax+ a?

Y el término a? puede obtenerse

8\? 82 al dividir el coeficiente que acom-
X+ 8x+(=) =20+(5 q
(2) (2) pafia a “x” entre 2 y elevarlo al
. e . . , , cuadrado. 5
Simplificando las fracciones y haciendo algunos célculos se tendrd la (z_a) -2
2

ecuacion: x>+ 8x + 16 = 36.

Dado que la expresidn del miembro izquierdo es un trinomio cuadrado perfecto, la ecuacion puede ser
expresada como (x + 4)? = 36.

Resolviendo esta ecuacion de la forma (x+ m)’=n: x+4=126 = x+4=6 0 x+4=—6.

Por lo tanto, las solucionesson: x=2 y x=-10.

: Para resolver una ecuacion cuadrética de la forma x 2+ bx + ¢ = 0 se siguen los pasos:

Por ejemplo: x?+2x-1=0
1. Se pasa el término ¢ al miembro derecho. lLx2+2x=1

p . . 2\2 2\2

2. Se suma un numero apropiado en ambos miem- 2.x*+ 2x +(7) =1+ (7)
bros de la ecuacién de manera que la expresién
del miembro izquierdo sea un trinomio cuadrado

perfecto.
3. Se simplifica la expresion y se realizan los célculos. 3. (x+1)2=1+1=2
4. Se resuelve la ecuacién de la forma (x + m)? = n. 4. x+1=tV2 = x=-1+V2

Soluciones. x=-1+V2 o0 x=-1-\2

A la solucién de ecuaciones cuadraticas utilizando este procedimiento se le conoce como solucién por
complemento de cuadrados.

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)x2+4x+3=0 b) x>~ 6x+5=0 c)x?—6x-7=0 d)x*-8x+16=0

e)x*+2x—-2=0 f)ar—4x+2=0 g)x*+5x+5=0 h)x>+x-1=0



1.11 Solucién de ecuaciones de la forma ax?+ bx+c=0

I Para resolver la siguiente ecuacién sigue los pasos a), b), c).
3x2+5x+1=0

a) Divide la ecuacion por el coeficiente de x? y pasa el termino constante al lado derecho de la ecuacion.
b) Suma por un numero conveniente y completa cuadrados.
c) Despeja la variable x.

a) 3x?+5x+1=0

x2+%x +%= 0 Dividiendo por 3.
+2x=—1
3 3
b) x* +%x + (%)2= —%+(%)2 Sumando por un nimero conveniente.
(x+%)2 =_%+% Completando cuadrados.
c) (x +%)2 = 253_612 Sumando las fracciones de la derecha.
x+i= -_F\/l—_3
6 6
x= _Siei Despejando x.

S

C

Para resolver una ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0 se pueden seguir los pasos:

1. Se divide la ecuacidn por el coeficiente a de x°.

2. Se pasa el término constante al miembro derecho.

3. Se suma un numero apropiado en ambos miembros de la ecuacion, de manera que la expresion del
miembro izquierdo, sea un trinomio cuadrado perfecto.

4. Se simplifica la expresion y se realizan los cdlculos necesarios.

5. Se resuelve la ecuacion de la forma (x + m)? = n.

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas.

a)2x*+5x-1=0 b) 2x*-3x-4=0 c)5x2+5x+1=0 d)7x*+7x+1=0



1.12 Férmula general de la ecuacidn cuadratica

P

Encuentra la férmula para resolver la ecuacién cuadratica general ax? + bx + ¢ =0, con a #0.

N
v u ividi = i Vi
Para resolver se puede dividir por “a” para transformar a la forma x> + bx + ¢ = 0y aplicar lo visto en la
clase anterior.
Ahora se procedera resolviendo la ecuacion cuadratica:
Primero se divide entre el coeficiente de x? ambos lados ax’+bx+c=0
de la ecuacidn, para que el coeficiente sea 1. .
X +—x+—=0
a
¢ 2 b C
Luego se transpone —-. 240 =<
Qa a
2 2
Se completan cuadrados perfectos. x? +ix +(£) =—X4 ﬂ)
a 2a a 2a
, b c b
Se hacen los calculos. (x+=)=——+=
2a a 4da
. . s b b’-4ac
Se hacen los calculos al lado derecho de la ecuacidn. (x +Z)2 =g
\/ 2
Se resuelve la ecuacion. X +£= +Y0°— 4ac
2a 2a
x =— b +Vb-4ac
2a 2a
= -b+\Vb’-4ac
2a
J

Para resolver una ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0 se puede utilizar la férmula a la que

se llegé al final de la solucion:
X

_ =bx\/b?*-4ac
- 2a

A esta formula se le conoce como férmula general de la ecuacidn cuadratica. Y para encontrar las so-
luciones de una ecuacidn cuadratica se sustituyen los valores de @, b, ¢ en la férmula.

Por ejemplo:  3x’+5x+1=0

Si se sustituye a=3, b =5, c=1 en la férmula general, se verifica que

= —5+V52-4(3)(1) _ -5+V25-12 _

2(3) - 6

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)5x*-3x-1=0

b)-4x*—x+1=0 c)x*+3x-9=0

d)—4x*+5x+5=0



1.13 Aplicacion de la formula general de la ecuacidn cuadratica

I Resuelve las ecuaciones utilizando la formula general de la ecuacion cuadratica.

a)4x’+2x—-1=0 b)3x?+5x—-2=0

Sustituyendo en la férmula general:

a) a=4,b=2,c=-1 b) a=3,b=5c=-2
x= —21V22-4(4)(-1) x= -5 £V52-4(3)(-2)
2(4) 2(3)
_—2+V4+16 _-5+V25+24
8 6
SR Es necesario calcular
/7 \
-2+V20 _—5+Vi49 .
= " = ,~ > las raices cuadradas
-7 de 49
_—2% 2V5 _—5+7
8 G
! N —5+7 —5—7
! -1% N o x= xX=
| =M =+ Es necesario simplificar 6 6
\\\ 4 ’// eem e = -
T - 7 1 ox=e2 rom Se calculan las
X=—=—o0X=— - - .
=_1J_,\/5 SNoJ3 L dos soluciones
4
x=—1—4\/5 ox=_1+v4 5

-

C Para aplicar la formula general de la ecuacidn cuadratica solamente se identifican los valores de a, b, ¢
en la ecuacion cuadratica; al calcular las soluciones es posible que sea necesario simplificar o expresar
las raices como numeros racionales (cuando sea posible, determinar las raices cuadradas del radican-
do).

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)2x*+x-1=0 b)3x?-5x—-2=0 c)6x’+5x+1=0 d)9x?-12x+4=0

e)4x?*+20x+25=0 f)2x°-4x+1=0 g)Ax*+6x+1=0 h)-2x>+2x+1=0



1.14 Métodos para resolver ecuaciones cuadraticas

P

Resuelve la ecuacion cuadratica x? + 7x + 12 = 0 usando factorizacién, férmula general y completando
cuadrados, écoinciden las soluciones? Escribe en el cuaderno tu opinién sobre cada método.

Factorizacion Formula general Completando cuadrados
x*+7x+12=0 x= ZEV7-41)12) X+ 7x+12=0
2(1)
x*+7x=-12
7+ \/ -
(x+4)(x+3)=0 =L R , ,
24 +(LV=— 19 +(LV
+ w4 7xs (B=-12+(3)
x=—4 ox=-3 /1
2
(3c+%)2 =-12 + 47?
x=-30x=-4
72 _ —48+49
+=)= ==
(x +=) 2
7 \2 1
+—)"= =
(x+=>)"=
Observa que en este caso resultd mas sencillo y practico aplicar el método de 7 1
o ) ) . " X+—=+t—=—
factorizacidn; ademas, el método de la formula cuadratica conlleva un poco 2 2
mas de cdlculo, pero es aplicable a todos los casos; finalmente, el método
completando cuadrados, para este caso resulté complejo, pero hay casos en x=— % + % x=— % - %

que puede resultar mas sencillo.

S

C

Para escoger el método mas eficiente de resolver ecuaciones cuadraticas se puede:

1. Resolver usando factorizacion. - -
La formula general es aplicable en todos los

casos pero en ocasiones puede conllevar un
2. Si no es posible encontrar una factorizacion se puede cdlculo mas complejo que si se utiliza otro

aplicar alguno de los otros dos métodos. método.

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando el método que consideres mas conveniente.

a) x5 =0 b) 4x>— 16 = 0 c)(6-x)2-1=0 d)x*~8x-9=0

e)x?+3x-1=0 f) 5x*+10x=0 g)x?—10x+25=0 h)5x?—11x+2=0



1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando los métodos vistos en clase:

Forma ax? =c.

a)2x*=2 b) -9x%*=-1 c)3x*-27=0 d)21-3x*=0 e)—-x>-3=0

Forma (x + m)*=n.

a)(x+1)°=9  b)(x+202=3 ¢)(x-4P-12=0 d)(-3-x°=0  e)(5-x)2+3=0

Forma x? + bx + ¢ = 0 (Completa cuadrados perfectos).

a)x?+2x—-3=0 b)x?+4x-12=0 c)x*+6x+9=0 d)x*—-2x-8=0 e)x’—-8x+12=0

flx*+4x-1=0 g)x*+2x+4=0 h)x>-x—-6=0 i)x>-5x+3 =0 j)x*-5x+6=0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando la férmula general:
a)3x*—11x+6=0 b)4x*+17x-15=0 c)12x*-13x+3=0 d)4x>*+8x+3=0

e)-3x>+5x-1=0 f)ax*—7x+2=0 g)3x’+6x+2=0 h)x*—4x-1=0

1. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando factorizacidn:

Forma x2+ bx =0.

a)x*—=7x=0 b) 2x*—x=0 c)x*+3x=0 d)4x?*+12x=0

Forma x*+2ax+a?=0.

a)x*—2x+1=0 b)x*-—8x+16=0 c)16x>+8x+1=0 d)9x*+12x+4=0

Forma (x + a)(x + b) = 0.

a)(x—-1)(x—6)=0 b) (x-3)(x+2)=0 c)(x+5)(x-7)=0 d)(x+2)(x+4)=0

Formax?+(a+b)x+ab=0.

a)x*-9x+8=0 b)x?-2x-24=0 c)x*+7x-18=0 d)x*-11x+28=0

2. Utiliza argumentos geométricos para encontrar la solucién positiva de las siguientes ecuaciones:

a)x*+6x =7 b) x* + 10x =11 c)x*+8x=9



2.1 Discriminante de la ecuacion cuadratica

-

cando.
a)2x*+3x+1=0

b)dx’+4x+1=0

I Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas aplicando la féormula general. Observa el valor del radi-

c)2x’+x+1=0

El radicando es mayor que
cero y hay dos soluciones.

b) . _ -4+xVa-44)1)

2(a)
=—4i\/16—16
8
1
Ty T2
2

El radicando es cero y la
solucién es Unica.

€) oo 1¥VI-2a2)1)

2(2)

4

Observa que no se
han definido las rai-
ces cuadradas de nu-
meros negativos, en-

tonces V-7 no son
numeros reales.

-1+\/-7
4

El radicando es menor que cero
y no hay solucién en los nimeros
reales.

J

C El radicando de la férmula general que viene dado por la expresion b? — 4ac es llamado el discriminante

de la ecuacidn cuadratica.

x = —bE\B=4ad—> Discriminante
2a

Observa que el discriminante puede cumplir cualquiera de los siguientes tres casos:

a)b*-4ac>0
22+ 3x + 1 =0, en
este caso la ecuacion
cuadratica tiene dos
soluciones.

b) b2-4ac=0

4x> + 4x + 1 = 0, en
este caso la ecuacion
cuadratica tiene solo
una solucion.

c) b*—4ac<0

2x>+x+1=0, en este
caso la ecuacién cua-
dratica no tiene solu-
cion en los numeros
reales.

El discriminante es
cero porque la ecua-
ciéon cuadratica es
un trinomio cuadra-
do perfecto.

1. Determina si las siguientes ecuaciones cuadraticas tienen 0, 1 o 2 soluciones, comparando el valor del

discriminante con cero.

a)x’+6x-9=0

e)x’+1=0

b)x?+2x+2=0

f)5x2-9x+1=0

c)x*-2x+1=0

g)4x>-9=0

d)x>-2x=0

2. Determina cudntas soluciones tiene la ecuacién cuadratica de la forma x> + bx =0, b # 0.

h)4x*+12x+9=0



2.2 Uso del discriminante en resolucion de problemas

I Muestra que no existen dos numeros reales tales que su suma sea 4 y su producto sea 5.

S

Sean xy y los dos numeros. Debe cumplirse que x +y =4 y ademas xy = 5.

Tomando la primera ecuacién:

x+y=4
X2 +xy=4x Multiplicando por x en ambos lados,
x> +5=4x dado que xy =5,
x*—4x+5=0 trasladando y ordenando los terminos en el lado izquierdo.

Analizando el discriminante de la ecuacidon cuadratica:

(~4)2 - 4(1)(5) < 0

Discriminante de una ecuacién cuadratica:
b>—4ac<0.

Entonces, no existen soluciones en los numeros reales para esta ecuacién cuadratica. Por tanto, no
existen numeros reales tales que la suma sea 4 y multiplicados den 5.

-

C Se puede utilizar el discriminante de una ecuacién cuadratica para resolver diversos problemas. Se
plantea la ecuacion cuadratica y se analizan sus soluciones. En la ecuacion ax? + bx +c=0 (a # 0).

a)b’—4ac>0 Existen dos soluciones reales.
b) b>—4ac=0 Existe una solucion real.
c) b*—4ac<0 No existen soluciones reales.

1. La suma de dos numeros es 4 y al multiplicarlos el resultado es c. Qué valores debe tomar ¢ de forma
que

a) La ecuacién tenga dos soluciones reales.
b) La ecuacidn tenga una solucién real.

¢) La ecuacién no tenga soluciones reales.

2. Una persona asegura que su casa tiene forma rectangular y que el perimetro de la misma es de 18 m
y que ademas, su drea es de 21 m?. Demuestra que la persona estaba mintiendo.

3. Don José tiene un terreno rectangular de 700 m? de area, épuede cercar el terreno utilizando 100 m
de alambre?



2.3 Resolucion de problemas con ecuaciones cuadraticas

I Don Juan construird su casa en un terreno rectangular de 72 m? de area y 36 m de perimetro. Para so-
licitar los permisos de construccién le piden las dimensiones del terreno, écédmo se podria determinar
las dimensiones del terreno con esta informacion?

S

Si se representa el largo del terreno por x, écdmo se representa el ancho usando x?

Como la suma del largo y el ancho es igual a la mitad del perimetro (32—6 = 18), entonces el ancho es
ll18 _xll.

Planteando la ecuacion y utilizando
18 —x el valor de 4rea x (18 — x) = 72.

I X 1

Desarrollando: —x*+18x=72 = 0=x>-18x+72.

Utilizando factorizacion: x*—18x+72=0 = (x—12)(x-6)=0.
Entonces: x—12=0 o x-6=0 = x=12 o x=6.

Como x representa el lado mas largo: x = 12.

Entonces, el ancho del terreno de don Juan es 6.

Por lo tanto, las dimensiones del terreno de don Juan son: 12 m de largo y 6 m de ancho.

C Para resolver una situacion problematica, en general, se pueden seguir los pasos:

. Si es posible, realizar un esquema de la situacion del problema.

. Se identifica la informacion que brinda el problema y se define qué cantidad representa la incognita.
. Se representan todas las cantidades con la misma incdgnita.

. Se plantea la ecuacidén cuadratica que hay que resolver (establecer la igualdad).

. Se resuelve la ecuacién cuadratica.

. Se analizan si las soluciones son adecuadas al problema.

OO Ul s, WN

1. Se construira una casa en un terreno de 28 m de perimetro y 48 m?de area, icuales son las dimen-
siones del terreno?

2. La distancia en km recorrida por un avion esta dada por la ecuacion x = 140t + 3t?, donde ¢ representa
el tiempo recorrido en horas después del despegue. Determina cuanto dura un viaje en este avion
desde El Salvador hasta Costa Rica si la distancia entre estos paises es aproximadamente de 775 km.



1. Encuentra las dimensiones del siguiente rectangulo.

2. Si se duplica el lado de un cuadrado su area aumenta en 48 cm?. ¢ Cuanto mide el lado del cuadrado?

A + 48 cm?

3. Enla figura, el area del rectangulo sombreado de morado es de 12 cm?, encuentra el valor de x.

T —X—i

6m

4. Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 25.

5. Se construira una casa en un terreno de 30 m de perimetro y 54 m? de area. ¢ Cuales son las dimen-
siones del terreno?



;.5 Practica lo aprendido

1. La siguiente figura estd compuesta por dos cuadrados. ¢ Cuanto valen los lados de ambos cuadrados
si las dos areas suman 34 cm??

8 cm

2. Ana hara un marco de madera para un espejo cuadrado de 400 cm? de area. ¢ Qué dimensiones tie-

nen los lados del espejo?

3. Se utilizaron 240 ladrillos cuadrados para poner el piso de una casa de 60 m? de area. Determina el
tamafio de los ladrillos que se usaron.




4. Ana compra 5 bolsitas con 5 chibolas cada una, y la sefiora de la tienda donde las compra le dijo que
por cada bolsita extra que le comprara le aumentaria una chibola a cada bolsita, ¢cudntas bolsitas
tiene que comprar Ana para obtener 64 chibolas?

%

|

N

5. Mario es conductor de un bus y sabe que si cobra $0.40 de pasaje se sube un promedio de 90 per-
sonas por viaje, si por cada centavo de pasaje que aumente se subird una persona menos, écuanto
debe aumentar Mario al pasaje para obtener $42 al finalizar el viaje?

6. La altura sobre el nivel del mar que lleva un delfin al salir del agua esta dada por la ecuacion
h =7t—5¢2, donde t representa el tiempo recorrido en segundos después que sale del agua. ¢ Cuanto
tiempo estara fuera del agua el delfin?




Funciéon cuadratica de
la forma y = ax*+ ¢

En el siglo XVI comenzaron a introducirse los simbolos que hoy se utilizan en el plantea-
miento de ecuaciones. Uno de los matematicos que mayor influencia tuvo en este cambio
favorable para el desarrollo del Algebra fue el francés Francois Viete (1540-1603), con el
uso de simbolos para expresar la incognita y los coeficientes de una ecuacion facilitando el
estudio de ecuaciones de grado 2, 3y 4, que a partir de la edad moderna se les comenzd
a llamar “funciones”.

Gracias a los hallazgos de los matematicos, hoy en dia las funciones cuadraticas se aplican
en diversas ramas de las ciencias naturales —como la biologia, la fisica y la quimica—, asi
como en la economia vy la arquitectura. Estas aplicaciones han aportado avances significa-
tivos a la humanidad.
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En esta unidad relacionaras magnitudes utilizando la proporcionalidad al cuadrado, ubicar
pares ordenados en el plano cartesiano para graficar la funcién y = x* asi como describir la
variacién de los valores de la funcion y = ax®.



1.1 Proporcionalidad directa con el cuadrado, parte 1

P Al dejar caer una pelota desde un edificio, la distancia que recorre hasta llegar al
w, suelo varia como lo muestra la siguiente tabla:
vl [
vy
DDD@ 23| | | x(segundos) | O | 1 | 2 | 3 | 4
vy |
vy g i y(metros) | 0 | 5 | 20|45 | 80
Ay |
UUDH v i Vi
EDDD %%%% Donde x es el tiempo transcurrido (desde que se deja caer la pelota) y y es la
DDD VN7 distancia recorrida por la pelota después de x segundos.
%%

a) Cuando x toma los valores 0, 1, 2, 3 y 4, iqué valores
toma y? ¢Es y directamente proporcional a x?

b) En tu cuaderno, completa la siguiente tabla y responde,
équé relacion hay entre x*y y?

X 0 1 2 3 4

52 0

y | 0| 5 |[20] 45|80

c) ¢Cual sera la distancia recorrida después de 5 segundos?

d) Escribe y en términos de x.

y es directamente proporcional a x, si
cuando x cambia en una cantidad de
veces entonces y cambia en la misma
cantidad.

mente (ver tabla).

dos o tres veces. Pero esto no ocurre.

a) Cuando x toma los valores 0, 1, 2, 3 y 4, entonces y toma los valores 0, 5, 20, 45 y 80, respectiva-

Si y fuese directamente proporcional a x, entonces al cambiar x dos o tres veces, y también cambiaria

Al cambiar x = 1 dos veces (x = 2) el valor de y = 5 cambia cuatro veces (y = 20).
Al cambiar x = 1 tres veces (x = 3) el valor de y = 5 cambia nueve veces (y = 45).

X3
AN
x (segundos) | O 112 3| 4
y (metros) 0| 5 1|20|45]| 80
./
X9
Por tanto, y no es directamente proporcional a x.
b) La tabla queda de la siguiente manera: X 0 2 3 4
x? 0 4 9 16
y 0 20 | 45 | 80

Al multiplicar por 5 cada una de las cantidades en x?, el resultado son sus respectivas cantidades en Yy:

~




x| 0ol 1] 2|3] 4
x| O3 1oy 433 93 163
y | 04] 54| 20¢| 45| 80«

Luego, vy es igual a multiplicar 5 por x?.

d) y =5x?
-

c) La distancia recorrida después de 5 segundos sera:
5(52) = 5(25)

=125 metros

C Una magnitud y es directamente proporcional al cuadrado de
otra magnitud x si y = ax’. El niUmero a es una constante, es de-

cir, un numero real fijo.

Por ejemplo, la distancia que recorre una pelota al caer, es direc-
tamente proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido desde

gue se deja caer.

En el Problema inicial, la constan-
te a es igual a 5. Este es un valor
aproximado de la cantidad real, la
cual se verd mas detenidamente
en ciencias naturales.

1. El area del cuadrado es directamente proporcional al cuadrado de su diagonal, donde a = %

a) Completa los valores para el drea en la siguiente tabla, donde x representa la diagonal del cuadra-

do (encm)y y es el drea (en cm?) del mismo:

x | 0 2 3|45 |6 |78
% x| 0 4 16 | 25 | 36 | 49 | 64
y | 0 |o5| 2 |45

b) Escribe y (el area) en términos de x (su diagonal).

2. El area del circulo es directamente proporcional al cuadrado de su radio.

a) ¢Cudl es el valor de la constante?

b) Si x representa el radio del circulo y y su area, escribe y en términos de x.
c) Completa los valores para el area en la siguiente tabla:

16

25

36

49

64

x
% x* | 0




1.2 Proporcionalidad directa con el cuadrado, parte 2

I La variable y es directamente proporcional al cuadrado de la variable x. Ademads, si x = 3, entonces

y = 18. Plantea y = ax? encontrando el valor de la constante a.

De acuerdo al enunciado del problema, y = ax?.

Para encontrar el valor de la constante a se sustituyen x = 3y y = 18 y se resuelve la ecuacién:

18 = a(3)?
18 = 9a
_18
a=-g
a=2

Por lo tanto, y = 2x?.

C Siy = ax?, entonces el valor de la constante a puede

encontrarse sustituyendo un par de valores particu- En general, la funcion y = ax* + bx + ¢, don-
lares de x 'y , luego se resuelve la ecuacién. de a, by c son nimeros reales (a # 0) se lla-
ma funcién cuadratica. Las funciones y = ax’ vy

. . . y = ax’ + ¢ son casos especiales que se estudiaran en
Si y es directamente proporcional al cuadrado de x, esta unidad, la forma completa de la funcién cuadratica

entonces se dice que y es funcion de x, pues cada se estudiara hasta bachillerato.
valor de x determina un unico valor de y.

1. En cada literal, y es directamente proporcional a x%. Calcula el valor de la constante en los siguientes
casos:

a) Cuando x = 2 entonces y = 12.
b) Cuando x = 3 entonces y = 18.
c) Cuando x = 6 entonces y = 18.

2. El volumen de un prisma de base cuadrada y altura constante varia proporcionalmente al cuadrado

del lado de su base. Si el lado de la base mide 2 cm el volumen es igual a 12 cm?, écudanto mide su
altura?

El volumen de un prisma es igual al producto
de su altura por el drea de su base.

P




1.3 La funcién y = x?

P Dada la funcién y = x% donde a = 1:
a) En tu cuaderno completa la siguiente tabla:

x | 4| -3|-2|-1]0 1 2 3 4
y 16

b) Ubica en el plano cartesiano los pares ordenados (x, y) encontrados en el literal anterior y respon-
de: ¢estan todos en una linea recta?

c) Completa las siguientes tablas y ubica los pares ordenados en el plano cartesiano. ¢Como es la
linea que se forma?

% x | -1 |-09|-08|-07|-06|-05|-04|-03|-02|-01]| 0
y | 1 |o0s81 0
x | 01]02|03|04]|05]|06|07]|08]09]| 1
y |0.01

<
o
®
=
c
o

S

a) Cada valor de y es igual a elevar al cuadrado su correspondiente valor de x. Debe tenerse cuidado
con el signo, por ejemplo: (—4)* = (—4)(—4) = 16. De acuerdo a esto, la tabla queda de la siguiente ma-
nera:

x |4|-3|]-2|-1|0 1 2 3 4
y |16 | 9 4 1 0 1 4 9 16

b) Para ubicar los puntos en el plano cartesiano se hace lo siguiente: se situa la primera coordenada
sobre el eje x; a partir de esta, se cuentan las unidades correspondientes a la segunda coordenada,
hacia arriba si es positiva o hacia abajo si es negativa (en ambos casos en forma vertical).

De acuerdo a lo anterior, los puntos del literal a) quedan situados como se muestra en la figura. Cla-
ramente, no estan sobre una linea recta:

Ny
(-4,16) ® 16 e (4,16)
14
12
10
(-3,9) e *(3,9)
8
6
(-2,4)e 4 °(2,4)
2
(-1,1)e e (1,1) x
4 N
N6 -4 -2 0 2 4 6 7
N\




c) Los resultados en la tabla son los siguientes:

55 -1 -09|-08|-07|-06|-05|-04]|-03|-02|-01] O
y 1 /081|064 |049|036|0.25|0.16 |0.09|0.04|001| O

x (01|02 0304|0506 |07]|08]059
y |0.01|0.04|0.09|0.16|0.25|0.36 | 0.49 | 0.64 | 0.81

La linea que se forma se muestra en la figura:

VR

N -08 -06 -04 -02 (o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S

C La grafica de la funcion y = x? se llama parabola y pasa por el origen (0, 0).

AY

16
14
12

10

23

A4

Todas las funciones cuadraticas tienen una parabola como gréfica, y su forma es similar a la de y = x.

1. Con base en los resultados encontrados en el problema inicial, ¢qué relacién hay entre los valores de
ycuandox=-1yx=1?, iocurre lo mismo cuandox=-2yx =2?

2. En general, ¢qué relacion hay entre los valores de y cuando x=-my x=m?

3.Si “doblas” la grafica de y = x? justo por el eje y, équé ocurre con las partes de la grafica que quedan
a ambos lados?



1.4 La funciony = ax}; a >1

P A partir de la grafica de y = x?, realiza lo siguiente:

yIXx
a) Completa la tabla y grafica la funcidn y = 2x? en el mismo plano que y = x°.
x | =2 |[-15] -1 |[-0.5| 0 | 0.5 1 1.5 2
% x? 4 1225 1 |025] 0 |0.25| 1 (225] 4
2x* | 8
b) ¢ Cudl es la similitud y la diferencia entre las graficas de y = x>y y = 2x??
X
c) Compara el valor de y para ambas funciones cuando x = -1y x = 2, équé 37
ocurre? N
~

a) Los valores de y = 2x? son el resultado de multiplicar por 2 los de y = x?.

y=2x2 ANy
La tabla queda de la siguiente manera:
9
-2 |-15| -1 |-05| 0 |05 | 1 |15 2 ’
X2 | 4502255 1510255 05(025( 1 |2.25 G
20| 84/ 45424054 04/ 05| 2 |45 8 )
4
3
b) Similitudes en ambas gréficas: pasan por el origen (0, 0), son parabolas ,
y al doblar por el eje y la parte de la grafica que queda del lado derecho A\
coincide con la del lado izquierdo. P NI
N3 2 -1 0 1
-1
Diferencias en ambas graficas: los demds puntos, diferentes del origen, no v

coinciden. Ademas, y = 2x? “esta arriba” de y = x°.

La grafica de y = 2x? resul-

g ta de alargar verticalmente
c) Al observar la tablay la gréfica, el valor de y = 2x* es el doble del valor de 8 e
en un factor 2 la grafica de

— A2 - H =) R
¥ = x? cuando x = —1. Lo mismo ocurre para x = 2; en general, el valor de | ; _ ;2  esto se le llama dila-
la funcion y = 2x? es el doble del valor de la funcién y = x?. tacion vertical.

-

C Si @ es un niumero mayor que 1 (a > 1), entonces para elaborar la grafica de y = ax? se multiplica por a
todos los valores de y = x%. El eje de simetria de una parabola es la recta vertical que divide a la para-
bola en dos partes congruentes, en el caso de y = ax? el eje de simetria es el eje y.

f

\ Grafica las siguientes funciones a partir de la grafica de y = x%:

a) y =3x? b) y=4x? c) y

1
N|w
RN




1.5 Funciony=ax?; 0 <a <1

P

%9&9410149

S

b)

c)

S

A partir de la gréfica de y = &2, realiza lo siguiente:

a) Completa la tabla y grafica la funcion y = % x% en el mismo

plano que y = x?.

x | 3| -2 |- 0 1 2 3

1.
zx

b) éCudl es la similitud y la diferencia entre las graficas de y = x? 2

yy=+x?

c) Compara el valor de y para ambas funciones, cuando x = 3 €———= =% 1T 3 T

y X =2, iqué ocurre?

ya

-1
A\

a) Losvaloresdey = % x% son el resultado de multiplicar por

% los de y = x%. La tabla queda de la siguiente manera:

x | 3| -2]|-1 0 1 2 3

i 9 43 11\ 0y 1 4 9

X=

=

$x7| 454 24 054 04 05| 2 |45

Similitudes en ambas graficas: pasan por el origen (0, 0),
son parabolas y el eje y es eje de simetria.

Diferencias en ambas graficas: los demas puntos diferentes
del origen no coinciden. Ademas, y =-L x> “esta debajo”

2
dey =x%

e 1

Al observar la tabla y la gréfica, el valor de y = 5 x* es la
mitad del valor de y = x? cuando x = —3. Lo mismo ocurre
para x = 2; en general, el valor de la funcién y = % est

2
del valor de la funcién y = x?.

y =2 Ny y =32

S
,
.

N
~ ’
Sso--
S~ecp ="

VR

—1-

g 1 . .
La graficadey = > x? resulta de reducir verti-
calmente en un factor 2 la graficade y = x%. A
esto se le Ilama compresion vertical.

C Si @ es un numero mayor que cero y menor que 1 (0 < a < 1), entonces para elaborar la grafica de

y = ax® se multiplica por a todos los valores de y = x?.

Grafica las siguientes funciones:

a)y=1u b) y=4

c)y

I
wlN
RN



1.6 Funciony = —ax?*; a >0

P A partir de la gréfica de y = x?, realiza lo siguiente:

a) Completa la tabla y grafica la funcién y = —x? en el mismo plano que y = x°.

%x—S—Z—lOlZB

b) ¢ Cudl es la similitud y la diferencia entre las graficas de y = x>y y = —x??

c) Compara el valor de y para ambas funciones cuando x = -3y x = 2, {qué

ocurre?

10

yFXx

2

N2s]

N

-8

-10

te manera:

b) Similitudes en ambas graficas: pasan por el origen (0, 0), son parabolas
y el eje y es eje de simetria.

Diferencias en ambas graficas: los demds puntos diferentes del origen
no coinciden. Ademas, y = —x? estd debajo del eje x.

c) Alobservar latablay lagrafica, el valor de y = —x? es el opuesto negativo
del valor de y = x? cuando x = —3. Lo mismo ocurre para x = 2; en gene-
ral, el valor de la funcion y = —x? es el negativo del valor de la funcién

y=x%

\ / \y

yF

S a) Losvalores de y = —x? son el resultado de multiplicar por —1 los de y = x°. La tabla queda de la siguien-

N

-4, -2

~

\
C Si a es un nimero mayor que cero (a > 0), entonces para elaborar la gréfica de y = —ax? se multiplica por
—1 todos los valores de y = ax?. La funcién y = —ax? es una reflexién con respecto al eje x de la funciéon

y = ax?; en este caso se dice que la parabola de y = —ax? se abre hacia abajo.

Grafica las funciones: y = -2x?y y = —%xz y comparalas con las graficasde y = 2x’y y = %xz.



1.7 Caracteristicas de y = ax?

P

S

-

Utilizando las gréficas de y = x>y y = —x*:

a) Grafica en el mismo plano las funciones: y = 3x% y = =3x%, y = %xz yy=-— %xz (utiliza las que ya

graficaste en clases anteriores).

b) Si a es cualquier nimero real, excepto O (es decir, puede ser positivo o negativo), escribe las carac-

teristicas de la grafica de la funcién y = ax?.

a) La grafica de la funcion y = —3x? es una reflexion con respecto al
eje x de la grafica y = 3x% De forma similar, la graficade y = - %xz

es una reflexidn con respecto al eje x de la graficade y = %xz.

b) Caracteristicas de la funcion y = ax*:
e Sin importar el valor de a, la grafica de y = ax* es una pardbola

que pasa por el origen (0, 0) y el eje y es eje de simetria. 5
¢ Sielvalorabsoluto de a es mayor que 1, entonces la pardbola se
acerca al eje y; mientras que si el valor absoluto de a estd entre
0y 1, entonces la pardbola se aleja del eje y.
e Sia>0,lapardbola se abre hacia arriba.
e Sia<0,lapardbola se abre hacia abajo.
C A la grafica de la funcion y = ax? se le llama parabola, y tiene al eje y como
eje de simetria. El punto de interseccidn entre la parabola y su eje de sime- _ ¥y y=ax?
tria se llama vértice; en el caso de y = ax?, el vértice coincide con el origen f{;jfr,,a
(0, 0).
Si el valor absoluto de a es mayor que 1, entonces la parabola se acerca al Parabola
eje y; mientras que si el valor absoluto de a esta entre O y 1, entonces la
parabola se aleja del eje y. X
\Vértice
Si a > 0, la parabola se abre hacia arriba; si a < 0, entonces la parabola se
abre hacia abajo.
A cada funcion de la izquierda asignale su respectiva grafica en la derecha. y
Justifica tu respuesta.
a)y=—%x2 b) y = -8x? X

c)y=7x* d)y=%x2




1.8 Variacion de y = ax?, parte 1

P

A partir de las graficas de y = x? y y = —x? responde lo siguiente:

a) Si el valor de x aumenta de 1 a 2, écdmo cambia el valorde yeny = x>y eny = —x??

b) Si el valor de x aumenta de —2 a -1, écdmo cambia el valorde yeny = x*yen y = —x??

S

a) Al observar las gréficas de

Si el valor de x aumen-
ta de 1 a 2, entonces el
valor de y aumenta de
la4.

y =x?yy =—x*se puede concluir lo siguiente:

b)

Si el valor de x aumenta
de -2 a -1, entonces el
valor de y disminuye de
4al.

-

Y y=x  Sielvalor de x aumen-
5
2.0) ta de 1 a 2, entonces el
valor de y disminuye de
3
2 Aumenta _1 a _4'
. (1,1) |
§Aume:hta X
-3 -2 -1 O 1 2 3
-1

Si el valor de x aumenta
de -2 a -1, entonces el
valor de y aumenta de
-4 a-1.

Yy y=x

(=24) i
: ihuye

Yy
X
3
:Aumenta
(1,-1
Disminuye
(1,1)
3
(2,-4)
y=-
NY
X
1 2 3
nta
g y=-x

C

x, ocurre lo siguiente:

Dada la funcion y = ax? y a un numero real excepto O (positivo o negativo). Al ir aumentando el valor de

a>0

a<o0

Y

Disminuye\

a) Six < 0 entonces el valor de y disminuye.

b) Six > 0 entonces el valor de y aumenta.

c) Six=0entoncesy=0.Enestecaso,sediceque
y=0eselvalor minimo de la funciény = ax>.

y = ax?’.

a) Six < 0 entonces el valor de y aumenta.

b) Six > 0 entonces el valor de y disminuye.

c) Six = 0entonces y = 0. En este caso, se dice
que y = 0 es el valor maximo de la funcién

Maximo X

/Aumenta
x Aumentf

Minimo

k)isminuye

1. A partir de las gréficas de las funciones y = x>y y = —x?, si el valor de x aumenta de 2 a 3, {cdmo
cambia el valor de y en ambos casos?, éy siaumenta de =3 a -2?
2. Enla funcidon y = x?, iexisten valores de x que cumplan y = —47? Justifica tu respuesta.




1.9 Variacion de y = ax?, parte 2

P

En la funcién y = 2x% si el valor de x se encuentra entre —1y 2, éentre cudles  ygjiza 1a gréfica de
numeros se encuentra y? y =222

. . N =202
Para determinar los valores de y se trazan segmentos verticales que van, Y1

el primero desde x = —1 hasta la parabola, y el segundo desde x = 2 hasta
la parabola.

Se observa lo siguiente:
e Elvalor minimo que toma y es 0 (cuando x = 0).

e Elvalor maximo que toma y es 8 (cuando x = 2).

Por lo tanto, el valor de y se encuentra entre Oy 8.

\ 4

S

C

A los valores que toma la variable x se les Ilama dominio, y a los valores que toma y se les llama rango.
Estos dos conceptos se veran con mayor profundidad en bachillerato.

®En la funcion y = —3x?, si el valor de x se encuentra entre —2 y 1, é{entre cuales niUmeros se encuentra y?

/\y
e Elvalor minimo de y es =12 (cuando x = -2). < X
. g - t 2 47
e Elvalor maximo de y es 0 (cuando x = 0). t
2
Por lo tanto, el valor de y se encuentra entre =12y 0. 4
-6
-8
-10
¢ -12
-14
v y=-3¢

1. Siy = 3x?, éentre cuadles valores se encuentra y si x estd entre =2y 3?
2. Siy =-2x° éentre cuales valores se encuentra y si x estd entre 2 y 4?

3. Siy= % x?, éentre cuales valores se encuentra y si x estd entre -1y 2?



1.10 Practica lo aprendido

1. Completa la tabla y grafica la funcion y = —%xz.
ANy
X -5 -3 0 3 5 .
¢ X
a2 25 9 0 9 25 N2 372 10 1 2 3 4 5 7
-1
—fa? -1.8 -5 5
-3
—4:
Los valoresx=-5yx=5
tienen el mismo valor *(-5,-5) ”
y =-5. En general, los va- 6
lores x =—m y x = m tie- -7
nen el mismo valor en y. N

2. Completa la tabla y grafica la funcién y = %xz. Compara con la grafica anterior.

y N
x -5 -3 0 3 5 . <
2 . 'g
i 25 9 0 9 25 5.5) S
5 ° —
(=
?xZ a4 D

N
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 7
1

=N

3. En cada literal, y es directamente proporcional a x%. Calcula el valor de la constante en los siguientes
casos:

a) Cuando x = 2 entonces y = 24.
b) Cuando x = 8 entonces y = 16.
c) Cuando x = 2 entonces y = —6.
4. En el mismo plano, grafica las siguientes funciones:
2
a)y=%x2 b)y=%x2 c)y=—%x2 d y=-%5x
5. A partir de las graficas de y = %xzyy = —%xzz

a) Sielvalor de x aumenta de 1 a 6, écomo cambia el valor de y en ambos casos?
b) Si el valor de x aumenta de —12 a —6, écdmo cambia el valor de y en ambos casos?

6. Seay = 2x*

a) Sielvalorde x estd entre -1y 3, ¢entre cuales valores se encuentra y?
b) Si el valor de x estd entre =2 y 4, ientre cudles valores se encuentra y?




1.11 Practica lo aprendido

1. Seay=—-6x%

a) Siel valor de x esta entre =3 y 2, éentre cuales valores se encuentra y?
b) Si el valor de x estd entre =1y 1, éientre cudles valores se encuentra y?

2. A cada funcién de la izquierda asignale su respectiva gréfica en la derecha:

Ny
a) y =g
b) y =522
¢ 3
c) y=9x?
A\ 4

3. Lasiguiente grafica es de una funcién y = ax?, icual es el valor de a?

NY

(6,12)

N\Zs




2.1 Funciony =ax*+c;c >0

P

a) Completa la tabla y grafica la funcién y = x? + 2.

A partir de la gréfica de y = x*:

La grafica de

y =x*+2esuna

X -2 /-1 0 1 2
762 4 1 0 1 4
x*+2| 6

parabola.

b) ¢ Cudl es la similitud y la diferencia entre las graficasde y = x>y y = x*+ 2?

c) Describe con tus palabras qué le ocurre a la grafica de y = x? para obtener T 4
y=x2+2.
S »
a) Los valores de y = x?+ 2 son el resultado de sumar 2 a los valores de y = x?%. La tabla queda de la si-
guiente manera:
X -2 |-1|0|1] 2
y=x2+2
2
X 4@ 1*) 0@ 1 4 103’ yex
x’+2 | 6% 3&| 24 3 | 6 5
8
7
b) Similitudes en ambas graficas: son pardbolas y el eje y sigue siendo PR
eje de simetria. 5
4
Diferencias en ambas graficas: no hay puntos coincidentes. Incluso, 31 £
el vértice eny = x? es (0, 0); mientras que eny = x> + 2 es (0, 2), se y o)
encuentra dos unidades arriba. 1 .
3 3 a0 1 1 3
c) La gréfica de y = x* se desplazé dos unidades hacia arriba para ob- -1
tener la graficade y = x?+ 2.
. Y

C

Si a es cualquier numero real excepto O (positivo o negativo) y ¢ es un numero positivo (¢ > 0) entonces,

la grafica de y = ax? + ¢ es un desplazamiento vertical de ¢ unidades (hacia arriba) de la grafica de
y = ax’. El eje de simetria de y = ax® + c es el eje y, y su vértice es (0, c).

Grafica las siguientes funciones. En cada caso escribe cual es el vértice:

a)y=x*+3

b)y=-—x*+3 c)y=-2x*+2




2.2Funciony =ax’+c;c <0

P A partir de la gréfica de y = x*

a) Completa la tabla y grafica la funcién y = x> — 2. ;\y y=x
7
x |=2|-1|01]1]2 °
5
x? 4 1 0 1 4 4
-2 | 2 ’
2
2
X
b) éCual es la similitud y la diferencia entre las gréficas de y = x2y e s R S B e
y=x*-2? -
-2
c) Describe con tus palabras qué le ocurre a la grafica de y = x? para 'i/
obtener y = x* - 2.
S )

a) Los valores de y = x>— 2 son el resultado de restar 2 a los valores de y = x°. La tabla queda de la
siguiente manera:

y=x
x |[=2|-1]0|1]2 ™ a2
& 4_} 1_? 0_} 1 4 ,
x2=2 | 24 —1&] =24 -1 | 2 ¢
5
4
b) Similitudes en ambas graficas: son pardbolas y el eje y sigue siendo 3 .,
eje de simetria. 2
Diferencias en ambas graficas: no hay puntos coincidentes. In- L X
cluso, el vértice en y = x? es (0, 0); mientrasqueeny = x> -2 es <=5 PR >
(0, -2), se encuentra dos unidades abajo. ‘1"_
c) Lagraficadey = x* se desplazd dos unidades hacia abajo para obte- -
A\ 4

ner la graficade y = x*- 2.
N\

C Si a es cualquier numero real excepto 0 (positivo o negativo) y ¢ es un nimero negativo (c < 0) enton-
ces, la grafica de y = ax? + ¢ es un desplazamiento vertical de ¢ unidades (hacia abajo) de la gréfica de
y = ax?. El eje de simetria de y = ax’® + c es el eje y, y su vértice es (0, ¢).

Grafica las siguientes funciones. En cada caso escribe cudl es el vértice:

a)y=x>-3 b)y=-x*-3 c)y=2x>-2



2.3 Condiciones iniciales para encontrar la ecuacion de una funcidn

P

En una funcién y = ax?+ ¢, écuales de- AY
ben ser los valores de ay c paraquela €S =I5 T 73
grafica de la funcion sea la mostrada en
la figura?

El problema NO indica si a y ¢ son
positivos, por lo que podrian ser ne-
gativos también. Usa la grafica para
encontrar el vértice.

(1,-6)

S S

El problema indica que la funcidn es de forma y = ax*+ c. Al observar la Ny x
4 AN
grafica se concluye lo siguiente: N33 do 13 37
1. El nimero a es negativo, ya que la pardbola se abre hacia abajo. B o Vertice
2. El vértice se encuentra en (0, ¢), esto lo indica el enunciado.
3. El numero c es negativo, ya que el vértice esta "debajo" de (0, 0).
Al observar la grafica se verifica que el vértice esta en (0, -2), y por lo tanto 5
c =-2. El punto (1, —6) se encuentra sobre la parabola, es decir, six =1, en- '
tonces y = —6. Se sustituyen estos valores y c en y = ax’+ c y se despeja a:
-6 =a(l1)’+ (-2)
a—-2=-6
a=—6+2
a=-4
Por lo tanto, los valores de a y ¢ son —4 y =2 respectivamente, y y = —4x*>— 2.
. J

C Dada la gréfica de una funcién y = ax? + ¢ y un punto (m, n) sobre esta, entonces para encontrar los
valores de a y ¢ (que pueden ser positivos o negativos) se hace lo siguiente:

1. En la gréfica, ubicar el vértice de la parabola (0, ¢): si esta arriba de (0, 0) entonces ¢ es positivo, y si
estd debajo de (0, 0) entonces ¢ es negativo.
2. Encontrar el valor de a sustituyendo n, m y ¢, quedando asi: n = am? + c.

1. Las siguientes graficas corresponden a funciones de la forma y = ax? + c. Encuentra los valores de a y ¢
en cada una de ellas:

Ny
5
a) A b)
7 3
6 2
5 +
. ¢ (20) X
N_g 3 -1 0 1 3 47
3 (2,3) =t
2 -2
! x 3
N \2/‘1 2 3 4 > -4
-4 -3 -2 -
- -5
N \4

2. Encuentra los valores a y ¢ de una funcién y = ax? + ¢ cuya gréfica pasa por los puntos (1, 4) y (2, 10).




2.4 Practica lo aprendido

1. Grafica las siguientes funcionesy escribe el vértice de cada una:

a) y=-3x*+1 b) y=3x*-1 C)y=%x2+2 d)y=—%x2—2

2. Escribe el vértice de las siguientes funciones:
1 1 1
a) y=2'—5 b) ¥ =2x*+5 ) y=-20"-=5
_ 2,1 -1 .2 -1 ..
d)y-—2x+T e) y=5x+2 fly=5x"-2

3. Las siguientes gréficas corresponden a funciones de la forma y = ax? + ¢. Encuentra los valores de a
y ¢ en cada una de ellas.

N\ N\
a) N b) 4
8 6
7 5
6 4
5 3
s (3,4) 2
3 (-3,1) T X
2 ya N\
N5 4 -3 -1 o] 1 3 4 57
x -1
ya N\ -
Ns 4 3210 1 2 3 4 57
-3
\’4 \ 4

4. A cada funcidn, asignale su respectiva grafica:
a) y=-5x*+2 b) y =5x*+2

c)y=%x2—3 d)y=—%x2—3

Ny

N
\\ &=+




Figuras semejantes

Unidad

El matematico griego Tales de Mile-
to (siglo IV a.C.) calculd la altura de
la gran piramide de Keops, en Egip-
to, observando las longitudes de un
bastén clavado en la arena, la som-
bra proyectada por el bastén vy la
sombra de la piramide. Tales aplicé
la semejanza de triangulos para ob-
tener la altura, asumiendo que los
rayos del sol son paralelos.

Dentro de las aplicaciones de las figuras semejan-
tes se utiliza una técnica de dibujo que permite am-
pliar o reducir una imagen o fotografia, asi como
dibujar paisajes. La técnica consiste en cuadricular
la figura de referencia y el lienzo o papel en el que
se dibujara o pintara, de tal manera que los rectan-
gulos de la figura y el lienzo sean semejantes.

Un artista dibuja un paisaje con la técnica
de la cuadricula.

Los temas que estudiaras son los segmentos proporcionales, las figuras semejantes, sus
caracteristicas y como construirlas. Abordaras los criterios de semejanza de triangulos,
propiedades como la base media, la relacion entre rectas paralelas y segmentos propor-
cionales. Ademas, aplicaras la semejanza para utilizar la escala en los mapas, la relacion
entre las areas de dos triangulos semejantes y el volumen de sélidos semejantes, entre
otros.



1.1 Razon entre segmentos

P

a) éCuantas veces es la longitud del segmento a con respecto a a=2cm
e |

la del segmento b?
b=4cm

b) ¢ Cudntas veces es la longitud del segmento a con respecto a
la del segmento c¢? ¢Y la de b con respecto a ¢? L c=6cm \

S

a) Al comparar las Iongitudes del segmento a con respecto a la del segmento
b se tiene que a es = de b. 2cm- -2cme

b) Se calcula el cociente —y se tiene que la Iongltud de aes ? de la longitud - 4 cm-—--"" .
de c. De igual forma, Ia longitud de b es 5 Z dela longitud de c.

-

: Al cociente de los nUmeros que expresan las longitudes de dos segmentos se le lama razén entre seg-
mentos. Esta razén no queda expresada en ningun sistema de unidades, es decir, no lleva centimetros,
metros u otra unidad de longitud.

En el Problema inicial, la razon entre los segmentos ay b es = 2, ya que - b 2 ; esto también se expresa
como 1:2 y se lee “1 es a 2”. Hay que prestar atencién al orden de a y b. Por lo general, una razén entre
segmentos siempre se escribe en su forma simplificada.

@ B ¢Cual es la medida del ancho de una ventana de alto 180 cm cuyas dimensiones
ancho y alto estdn a una razén de %? (ver figura)

Iguala el ancho y alto de la ventana con la razén entre ambas.
Debes cuidar el orden, es decir, colocar la longitud menor entre la
180 cm mayor o viceversa, segln sea el caso.

Se denota por a la medida del ancho de Ia ventana en centimetros. Si las dimen-
siones ancho y alto estan a una razén de — , entonces:

i T Ancho _ 4
Alto 9
. L . . a 4
Se sustituyen los valores en la ecuacion anterior y se despeja a: T30 - 9
a =180 (i)
Por lo tanto, la medida del ancho de la ventana es 80 cm. =80

1. Calcula la razon entre el segmento a =4 cm y el segmento b = 20 cm.

2. La base y la altura de un tridngulo estdn a razén % Si la base mide 10 cm,
écudanto mide la altura del triangulo? (ver figura) altura

--base---



1.2 Segmentos proporcionales

I Carlos tomd una fotografia a un torogoz, la cual decide ampliar y
colocar en un cuadro.

a) éCudl es la razdn entre las alturas de la fotografia
pequenay la ampliada? ¢Y entre las bases?
b) ¢ Qué relacién hay entre ambas razones?

I—15 cm—|

S

a) La altura de la fotografia pequefia es 10 cm y la de la fotografia ampliada
es 30 cm. Entonces la razén de ambas alturas (de la pequefia entre la
ampliada) es <& 10 , que también puede escribirse como 1:3. De igual

30 ~
forma se procede para las bases, la razén entre ambas es ig =1o013

b) Alsimplificarambasrazones, el resultado es+ , esdecir,son equivalentes.
Cuando esto ocurre, se dice que las alturas y las bases de la fotografia
son “proporcionales”.

~N

También se puede haber\
calculado la razén entre la
altura de la grande y la de
la pequeiia como % = %,
que se escribe 3:1. De igual
manera para las bases,
solo se debe asegurar de

tomar el mismo orden.
-

C

10 _

ejemplo, 55 =

45, y al simplificar ambas pueden expresarse como ? o1:3.

La equivalencia entre dos razones, es decir, cuando dos razones son iguales, se llama proporcion. Por

1. Dadas las siguientes parejas de rectangulos, ¢son proporcionales las bases y las alturas de cada pare-

ja? Justifica tu respuesta.

=<
~

a) b)

c)

—-b
- N~
=== 00 — -

7z
!
)
1
I
o))
|
|
|
\
\
\
!
]
|
S
|
\
\
ras N~
=]
\l

~—4---7

S
S ——

2. En la siguiente figura, ¢qué longitud debe tener el segmento d para que a y b sean proporcionales

acyd?

. a=4cm |

: b=8cm )

\ c=9cm ,

~-4.8--7




1.3 Figuras semejantes

P

S

Reduce a la mitad y amplia al doble el cuadrilatero ABCD sin cambiar su forma.

A
4cm D Reduce a la mitad y amplia al doble las
longitudes de los lados de la cuadricula.
B 4cm c
Se dibujan dos cuadrados, uno
de lado 2 cm y otro de lado 8 cm. A
La cuadricula original tiene 16
cuadrados; de la misma forma 4., b 2em
se cuadriculan los cuadrados : 8cm
cm
de 2 y 8 cm de tal manera que 5 c
cada uno tenga en su interior 16 4cm
cuadrados:
8cm
Luego, se traza el cuadrilatero en ambas cuadriculas, respetando la forma del mismo.
Az
A
Ay Los cuadrados de la
D cuadricula pequenia
D, tienen 5 mm de lado,
y los de la cuadricula
B B C D,
¢ ! ! grande 2 cm de lado.
BZ Cz

Dos o mas figuras son semejantes si tienen la misma forma, pero no necesariamente, el mismo tamafio
(como las del ejemplo anterior). Al reducir o ampliar una figura, el resultado es otra figura semejante
a la primera.

Para indicar semejanza se utiliza el simbolo ~: el cuadrilatero ABCD ~ el cuadrilatero A B.C.D. se lee “el

1717171
cuadrilatero ABCD es semejante al cuadrilatero A B,C D.” (las figuras se nombran en orden de vértices
correspondientes) y el cuadrilatero ABCD ~ el cuadrilatero A.B,CD..

1. Amplia al doble el cuadrilatero ABCD de la derecha, dibujando la figura resul- A
tante. \
s . . . , . L 2cm D
2. ¢Cuales seran las dimensiones de la cuadricula si el cuadrildtero ABCD se am- C

lia al triple? Dibuja la figura resultante.
p p ] g B 2cm




1.4 Caracteristicas de figuras semejantes, parte 1

P ¢Cudl cuadriladtero es semejante al cuadrilatero ABCD?

H L P

S

Al ampliar el cuadrildtero ABCD, el resultado es otro semejante al primero y solamente cambiardn las
longitudes de sus lados pero no la medida de sus dngulos. Con un transportador, se miden los dngulos
de los cuadrildteros y se comparan:

Cuando se alargan
los lados de un an-
gulo, la medida del
angulo se mantie-
ne.

En los cuadrildteros ABCD y EFGH: «B no es congruente a <F y por lo tanto EFGH AL -----
no es semejante a ABCD, por no tener la misma forma.

Para denotar la

Algo similar ocurre si se comparan los angulos de ABCD con los de JKL: medida del &ngulo
¥J no es congruente al «B. cuyo vértice es A se
escribe XA.

Finalmente, en los cuadrilateros ABCD y MNOP: los angulos del primero son
congruentes a los angulos del segundo y se amplia ABCD al doble, el resultado es igual a MNOP. Por lo
tanto, MNOP es semejante a ABCD.

C En dos o mas poligonos semejantes, sus angulos correspondientes son congruentes, es decir, las me-
didas de sus angulos son iguales. Son angulos correspondientes los que se encuentran en la misma
posicidn respecto al poligono.

En cada pareja de poligonos semejantes identifica los angulos correspondientes.

a) b)



1.5 Caracteristicas de figuras semejantes, parte 2

I Los cuadrilateros ABCD y PQRS son semejantes. ¢ Cual es la relacidn entre las razones de los lados co-

rrespondientes a ambos cuadrilateros?

S
Lados correspondientes son los que
p se encuentran en la misma posicion.
D Puedes sobreponer ambos cuadrilateros
A ‘ y comparar sus lados o utilizar regla
‘ ‘ para medir las longitudes y calcular las
‘ razones.
B C Q R
S w
Se sobreponen los cuadrildteros, haciendo coincidir los vértices By Q. De la
S figura se deduce lo siguiente:
P AB _ 1 BC _ 1
A c _ 1 DA _ 1
RS=2CD = g = 5 SP=2DA > 35 =5
B=Q C R Las razones son iguales, por lo tanto, los lados correspondientes son
proporcionales.
Y,

C En dos poligonos semejantes, sus lados correspondientes son proporcionales. En el Problema inicial:

AB _BC _CD

A los lados correspondientes también se les lama lados homélogos y la razdn entre ellos se denomina

razén de semejanza.

En general, dos poligonos son semejantes si sus lados correspondientes son proporcionales y sus

angulos correspondientes son congruentes.

En las figuras, el triangulo ABC es semejante al tridngulo FDE, y el pentdgono GHIJK es semejante a LNP-
QR. Identifica los lados correspondientes y calcula la razén de semejanza en cada pareja.

a) b)



1.6 Construccion de figuras semejantes

P

Dibuja sobre una pdgina de papel bond el siguiente cuadrilatero:

A

C

¢Como puedes dibujar otro cuadrildtero semejante a ABCD de tal forma que se encuentren a razén 1:3?

S

Para poder dibujar un cuadrilatero semejante a ABCD de tal forma que se encuentren a razén 1:3 se
hace lo siguiente:

1. Coloca un punto que se denotara por O. Traza semirrectas que pasen por el punto O y cada uno de
los vértices del cuadrilatero.

Una semirrecta estd for-
mada por todos los puntos
sobre una linea recta que
se encuentran a uno de los
lados de un determinado
punto fijo. También se le
\conoce como rayo. )

@)

2. Con un compas, toma la medida de OA.

e

(@) C

3. A partir del vértice A y sobre la semirrecta, marca un punto E que satisfaga OE = 3 OA. Esto se hace
colocando la punta del compas en Ay trazando un arco que corte a la semirrecta; luego se coloca la
punta del compas en ese punto de interseccidn y se traza un segundo arco que corte a la semirrecta,
ese punto serd E:




4.Haz lo mismo con los otros tres vértices del cuadrildtero, tomando las medidas OB, OC, OD,
encontrando los puntos F, G, y H que satisfagan OF = 30B, OG =30Cy OH = 30D:

/EI italiano Leon Battista AI-\
berti fue ademas de arqui-
tecto, el primer tedrico del
arte del Renacimiento, desa-
rroll6 esta técnica en su obra
Della pintura, en la que des-
cribe las leyes de la perspec-
tiva. Un objeto disminuye su
tamafio cuando se mira des-
de una larga distancia hasta

5. Une los puntos para formar el cuadrilatero EFGH: que casi queda reducido a
un punto.

Batista, A. (1782).
\Del/a Architettura.

~

C

El método anterior para generar figuras semejantes se conoce como homotecia. Al punto O se le llama
centro de homotecia, los cuadrilateros ABCD y EFGH se dice que son homotéticos y la razén:

AB _BC _CD_DA _1

se llama razén de semejanza.

1. Verifica que los cuadrildteros dibujados anteriormente son semejantes a razén 1:3.

2. Dibuja dos triangulos homotéticos cuya razdén de semejanza sea 1:2.



% 1. Las dimensiones ancho y largo del piso de un saldn que tiene forma rectangular estan a razén 3:4.
a) Si el salon mide 8 m de largo, ¢cuanto mide el ancho?

b) Se colocara piso de ceramica en el salén. Si cada baldosa de cerdmica tiene un drea de 0.25 m?y un
costo de $2.00, écudnto costara colocar ceramica en todo el piso?

% 2. La Asamblea Legislativa de El Salvador decret6 en la Ley de Simbolos Patrios, Lol es el 5e
qgue las dimensiones de la bandera magna nacional son 3.35 m de largo banderas deben estar
por 1.89 m de ancho. Julia elabora versiones reducidas de la bandera, con ambas en cm o en m.
un ancho de 20 cm. ¢Cual es la medida del largo de la bandera elaborada
por Julia, si tanto su versién como la original son semejantes? Encuentra la
respuesta en cm hasta las décimas.

3. Verifica que los cuadrilateros ABCD y HGFE son semejantes, ¢cual es la razdn de semejanza?

4. Verifica que los poligonos ABCDE y FGHIJ son semejantes, écual es la razén de semejanza?

5. Dibuja dos tridangulos homotéticos cuya razén de semejanza sea 2:3.



2.1 Primer criterio de semejanza de triangulos

P Los tridngulos ABC y DEF de la figura tienen sus lados proporcionales, a razén 1:2. {Son semejantes?

D o
/ 67
A 3. 2 Para medir los angulos del triangu-
1, lo utiliza la figura que se encuentra
C ~F en las paginas adicionales del libro.
B "5 E e

Los lados de ambos triangulos son proporcionales. Debe verificarse si sus angulos correspondientes son
congruentes; esto puede hacerse de las siguientes maneras:

1. Con un transportador, mide los dngulos de cada tridngulo:

51.3°
*A=<D 51.3° v
¥B=<E J
= A e 18.2° \ t 0
*C=<F 110.5° 110.5° 18.2
2. Sobrepone los tridangulos y compara cada vértice:
A=D D 5
\ c A A
B W .
E F B=E C E B ==C=F
XA =<D 4B =<XE XC=<F

En los dos casos se verifica que los dngulos correspondientes de ambos tridngulos son congruentes. Por
lo tanto, AABC ~ ADEF.

Dos tridngulos son semejantes si sus lados correspondientes son proporcionales y sus angulos corres-
pondientes son congruentes.

Criterio LLL:

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes proporcionales, entonces también son semejantes.
Por ejemplo, los tridngulos ABC y DEF del Problema inicial tienen sus lados correspondientes propor-
cionales, es decir:

AB _BC _ CA _ 1

DE EF FD 2

Por lo tanto, AABC y ADEF son semejantes.



<E>¢',Cua'\les deben ser los valores de x y y para que los tridngulos sean semejantes?

Segun el resultado descrito en la conclusidn, para que los tridngulos sean semejantes bastaria con que

sus lados sean proporcionales, es decir: 2_xX_24
’ *y 15 10°
Se calcula el valor de x: Se calculaelvalordey: 2 a4
X 4 Y~ 10
== y 10 a_c _
15~ 10 , 2(10) _ b —d@ad-bc
x=15 (55) 4
xX=6 y=5

Por lo tanto, los valores de x y y deben ser 6 y 5 respectivamente.

1. Usando el resultado descrito en la conclusion determina si los triangulos ABC y DEF son semejantes.
En caso de que lo sean calcula la razén de semejanza.

A




2.2 Segundo criterio de semejanza de triangulos

P En los triangulos ABCy DEF: «B = XE y <C = «F. ¢{Cual es la medida de <A y «<D? ¢{Son ambos triangulos
semejantes?

D

Los angulos internos de todo triangulo suman 180°, y
para que dos triangulos sean semejantes deben tener
sus lados correspondientes proporcionales, y sus an-
gulos correspondientes congruentes.

F

S Se denota por x la medida del tercer angulo, que es igual en ambos tridngulos. Utilizando la propiedad
de la suma de los angulos internos del triangulo: D

45° + 75° + x = 180°
x=180°-120° A
x=60° 5o
B C

Por lo tanto, la medida del tercer angulo en ambos tridngulos es 60°.

Ahora mide con una regla las longitudes de los lados de cada triangulo que dibujaste en tu cuadernoy
comprueba que los lados correspondientes son proporcionales.

C Criterio AA:

Si dos triangulos tienen dos pares de angulos correspondientes congruentes, entonces los tridngulos
son semejantes.

®¢'Son semejantes los triangulos mostrados en la figura? Justifica tu respuesta. cajcula el valor del tercer
F angulo en alguno de ellos.

Los dngulos <Ay XE son congruentes. Por propiedad de los dngulos
internos de un tridngulo:
JA+<XB+<xC=180°
«B=180°-120°
B =60°
Entonces, <B y «F son congruentes. Por el segundo criterio de semejanza de triangulos, AABC ~ AEFD.

1. Usando el resultado descrito en la conclusidon determina, en cada caso, si los tridngulos son semejantes.

a) D b) A E
¢ 40°
40°, 70 F
120 20 _ i
A F B e D4 250

2. ¢Cudl debe ser el valor del dngulo EDF para que los tridngulos ABC y DEF sean semejantes?
D

A

42° 309 30°




2.3 Tercer criterio de semejanza de triangulos

P Los tridngulos ABC y DEF tienen un angulo correspondiente congruente y los lados adyacentes a este

angulo son proporcionales a razén 1:2. {Son semejantes?

Utiliza regla (o compas) para calcular |a
razén entre CAy FD.

S Con un compds se toma la medida del lado CA y se verifica
(comparando con FD) que CA es la mitad de FD.

L :
uego cA 1

A

=2 N 25°
Fo 2 B Y F

Es decir, los tridngulos tienen sus lados homodlogos proporcionales. Por el primer criterio de semejanza,

AABC ~ ADEF.

C Criterio LAL:

Si dos tridngulos tienen un angulo correspondiente congruente y los lados adyacentes a este son

proporcionales, entonces los triangulos son semejantes.

A continuacién, se resumen los tres criterios de semejanza de triangulos:

Criterios de semejanza de triangulos. Dos tridngulos son semejantes si cumplen al menos una de las

siguientes condiciones:

Un par de angulos correspondientes es
congruente y los lados adyacentes son
proporcionales (criterio LAL).

1. Sus lados correspondientes 2. Dos pares de angulos
son proporcionales (criterio correspondientes son congruentes
LLL). (criterio AA).
D
A
IB=<E
AC=<F
a_b_c




®En los siguientes triangulos, los angulos Cy E son congruentes, écudl debe ser la longitud del lado CA
para que el AABC sea semejante al ADFE?

SR
o
3

Como ya tienen un par de angulos correspondientes congruentes (XC y <E) entonces, para que sean
semejantes, los lados adyacentes a estos angulos deben ser proporcionales, es decir:

Se sustituyen los valores para encontrar CA:  BC _ CA

FE ~ ED
12 _cA
16 24
3\ _
24(4)_ CA
CA =18

Por lo tanto, la longitud del lado CA debe ser 18 cm para que los triangulos ABC y DFE sean semejantes.

1. Usando el criterio LAL, determina si los siguientes tridngulos son semejantes:




2.4 Practica lo aprendido

1. Determina cuales de los siguientes
tridngulos son semejantes. Escribe el
criterio de semejanza que utilizaste.

2. Verifica que los tridngulos de la figura
son semejantes. Escribe el criterio de

semejanza que utilizaste y la razén de
semejanza.

- -
[0 il PSR

~
S<

3.Enlafigura <A=<xDy <«B=<E
a) ¢éCudl criterio puedes utilizar para jus-
tificar que los tridngulos son
semejantes?
b) éCudl es la longitud de DE?

4. Los triangulos ABCy DEF son semejantes,

a razoén 2:3 ¢Cuales son las medidas de
BC, CAyDE?

-
“’
—————.g1————"

~
-~
-~




1. Los tridngulos ABC y DFE cumplen
<A = XD. Determina el valor de y de
modo que los dos tridngulos sean
semejantes.

2. (Cual debe ser el valor de x para que
se cumpla AABC ~ ADEF?

3. Calcula la longitud de AD si
«BAC = <ECD y <ACB = <DEC.

4. En la figura, los segmentos AC y DE
son paralelos.

a) Utiliza criterios de semejanza
para comprobar que los
triangulos ABC y EBD son
semejantes.

b) ¢éCudl es la longitud de BD?

5. éSon semejantes los tridngulos ABC
y DEC? Justifica tu respuesta.

@]




3.1 Teorema de la base media, parte 1

P En el tridngulo ABC, M y N son los A
puntos medios de los segmentos AB vy
CA respectivamente. Utiliza semejanza y N Si M y N son los puntos medios
de tridngulos para justificar que MN es de ABy CA, entonces AM =3 AB
paraleloa BCy MN=%BC. yNA=7 CA.
B C

S

En los triangulos AMN y ABC:

AB - CA 2 (M y N son los puntos medios de AB y CA respectivamente).

IMAN = XBAC (es compartido por ambos triangulos).

AAMN~ AABC (criterio LAL).

ANMA = ZCBA (por la semejanza de los tridangulos AMN y ABC).

MN || BC (los dangulos NMA y CBA son angulos correspondientes entre paralelas).

MN -

BC % (razén de semejanza de los triangulos AMN y ABC).

Por lo tanto, MN es paralelo a BCy MN = %BC.
-

C Teorema de la base media: El segmento que une los puntos medios de dos lados en un tridngulo cual-
quiera es paralelo al tercer lado y su longitud es igual a la mitad del lado al cual es paralelo.

¢Cudl es el valor de la incdgnita x, si M y N son los puntos medios de AB y CA respectivamente?

Cuando dos segmentos son para-
lelos se coloca el simbolo )y sobre
los segmentos.

SiMy N son los puntos medios de ABy CA, entonces % =%. Se sustituyen los valores de los segmentos
y se despeja la incognita x: 2% 1
3x+4 2
dx=3x +4
Por lo tanto, el valor de x es 4. 4x—3x =2
x =

En el tridngulo ABC, M y N son los puntos medios de AB y BC respectivamente.
a) Calcula el valor de x si BC =8 cm.

b) éCudl es la longitud del lado CA? A




3.2 Teorema de la base media, parte 2

P En el tridngulo ABC, M es el punto medio del lado AB. A partir de M se traza un
segmento paralelo a BC que corta al lado CA en el punto N. Utiliza semejanza
de tridangulos para justificar que N es el punto medio de CAy MN = % BC. M N

S En los tridngulos AMN y ABC:
IMAN = XBAC (es compartido por ambos tridngulos).
AINMA = XCBA (angulos correspondientes entre paralelas).

AAMN ~AABC (Criterio AA)
1 (M es el punto medio de AB)

Z ™l

N (razén de semejanza de los triangulos AMN y ABC).

N[

Qg 32

B

(@)

Por lo tanto, N es el punto medio de CAy MN = % BC.
»

-

C Si por el punto medio de uno de los lados de un tridngulo cualquiera, se traza una paralela a un segundo
lado, entonces esta paralela corta al tercer lado en su punto medio y su longitud es igual a la mitad del

lado al cual es paralela.

@Calcula el valor de x, si M es punto medio de AB, MN || BCy MN = 3.5.

Si M es punto medio AB y MN || BC entonces % = % Sustituyendo los valores correspondientes en lo

anterior y despejando x:

35 _1
5x-3 2
2(3.5)=5x-3
7 +3=5x
10 _
T =
x=2

Por lo tanto, el valor de x es 2.
f

\ En el tridngulo ABC, M es punto medio de BCy NM || AB.

a) Calcula el valor de x si CA=10 cm.
b) éCudl es la longitud del lado BC?




3.3 Paralelogramo inscrito en un cuadrilatero

P ABCD es un cuadrildteroy M, N, P y Q son los puntos medios de AB, BC, CD y DA respectivamente. Uti-
lizando el teorema de la base media justifica que MNPQ es paralelogramo.

Q D
Trazalas diagonales
M P del cuadrilatero.
B N C
— N
S Se traza la diagonal BD del cuadrilatero: Q D
MQ || BD (por el teorema de la base media).
BD || NP (por el teorema de la base media). M p
Entonces, MQ || NP.
B N C

De forma similar se llega a MN || QP, al trazar la diagonal AC del
trapecio.

Por lo tanto, como MQ || NPy MN || QP, MNPQ es paralelogramo.

-

C

Al unir los puntos medios de cada lado de cualquier cuadrilatero, el Este resultado se conoce como
resultado es un paralelogramo. Teorema de Varignon.

En el cuadrildtero ABCD, M, N, Py Q son los puntos medios de AB, BC, CD y DA respectivamente. De-
muestra que MNPQ es un paralelogramo.

A
Q
El cuadrildtero ABCD del ejercicio
M P D se llama cuadrildtero céncavo, ya
que posee un angulo mayor a 180°
(¥XDCB).




3.4 Semejanza utilizando segmentos paralalelos, parte 1

P

En el tridngulo ABC se traza el segmento DE paralelo al lado BC (DE || BC). A
¢Son semejantes los triangulos ADE y ABC? Justifica tu respuesta.

éCudl criterio de semejanza D 3 E
de tridngulos puedes utilizar?

S

En los tridngulos ADE y ABC: A
ADAE = «BAC (es compartido por ambos tridngulos).
< EDA = «CBA (angulos correspondientes entre paralelas).

Por lo tanto, AADE~ AABC (criterio AA).

A\

B O

\
C En un tridngulo cualquiera, todo segmento paralelo a uno de sus lados forma, con los otros dos lados,

un tridngulo semejante al original y se tiene que % = %.

®En el tridngulo ABC, el segmento DE es paralelo al lado AB, écudl es la longitud de DE?

Si el segmento DE es paralelo al lado AB, entonces, por el resultado anterior los tridangulos DEC y ABC

son semejantes. Luego: DE  EC
‘AB ~ BC
Se sustituyen los valores de AB, EC y BC en lo anterior: ?—(E) = %
3
__ DE=10(—
Por lo tanto, la longitud de DE es 6 cm. <5>
DE=6
1. En el tridngulo ABC: DF || BCy DE || AC. A
a) éQué triangulos de los que se forman son semejantes entre si?
b) ¢éCudles segmentos son proporcionales? D .
B E C
_____________ 18 cm»-»_‘_\_‘___\
2. En el tridngulo ABC, FE es paralelo al lado CA, ¢écudl es la longitud del AE/ Tom FC

lado BC?




3.5 Semejanza utilizando segmentos paralelos, parte 2

P En el tridngulo ABC, el segmento DE es paralelo al lado A
AD _ AE
BC. Comprueba que o8~
Sustituye AB por AD + DB vy
D E AC por AE + EC.
B » C

S Por el resultado de la clase anterior se tiene que

AB _ AC
AD AE
%3= % Sustituir AB por AD + DB y AC por AE + EC,
DB _ EC
1+ AD — 1 +E
% = g—% restando 1 de ambos lados,
% = % tomando el reciproco de ambos lados.

Las siguientes proposiciones son equivalentes (una implica las otras):
AD _ AE AD _ AE DB _ EC

AB ~AC’ DB " EC’ AB ~ AC"

S

En el AABC, si DE||BC entonces se tiene que

: Teorema sobre segmentos paralelos en un tridangulo. /A\

AD _AE AD _ AE D »
AB ~AC » DB ~ EC \

1. Calcula la longitud de EC en el tridngulo ABC, si BD =4 cm, DA=10cmy BE =6 cm.

2. En el tridngulo FGH PQ || FH. Calcula la longitud del lado FG, si PG=6 cm, GQ=8cmyQH =12 cm.
F




3.6 Paralelismo dados segmentos proporcionales, parte 1

En el tridngulo ABC, los puntos D y E estdn sobre AB y AC respectivamente,

de tal forma que satisfacen % -% Utiliza semejanza de triangulos para D E

justificar que DE es paralelo a BC.

S

Se traza DE para formar el tridngulo ADE.

En los tridngulos ADE y ABC:

ADAE = «BAC (es compartido por ambos triangulos).
% =% (lo indica el enunciado del problema).

AADE ~ AABC (criterio LAL).
JEDA = «CBA (por la semejanza de los tridngulos ADE y ABC).
DE || BC (los dngulos EDA y CBA son dngulos correspondientes).

Por lo tanto, DE es paralelo a BC.

. . . A
Dado un triangulo ABC, si Dy E son puntos sobre los lados AB y AC, respectivamente,
tales que satisfacen22 - AE entonces DE || BC. D E
AB  AC’
B C

]

\ 1.En el tridngulo ABC, los puntos Dy E estén sobre los lados AB y

AC respectivamente, y satisfacen AD _ AE éCual es la medida del

AB AC
JLEDA? Justifica tu respuesta.

2. En el tridngulo FGH, los puntos P y Q estan sobre los lados HG y
HF respectivamente, y satisfacen HE HG :g, ¢cudl es la medida del
AHGF? Justifica tu respuesta.

A
3. En el tridngulo ABC, los puntos D y E estan sobre AB y AC respecti-
AD _ AE AD _ AE
vamente, y satisfacen — DB = . Comprueba que = 2B - AC" D E

Sustituye DB por AB—AD y EC por AC— AE




3.7 Paralelismo dados segmentos proporcionales, parte 2

P En el tridngulo ABC, los puntos D y E estan sobre AB y AC respectivamente, de tal forma que satisfacen

gg AE . Utiliza semejanza de tridngulos para justificar que DE es paralelo a BC.
A
D E
B C
S Si @ =2E entonces también se cumple 22 = AE
EC PI€aB ~'aC"

De lo visto en la clase anterior, DE||BC

-

C Teorema sobre segmentos proporcionales en un triangulo

A
En un tridngulo ABC, D y E son puntos sobre los lados AB y AC, respectivamente.
D E
a) Si ﬁg Q(E: entonces DE || BC.
b) S| AD AE C entonces DE || BC. B C
> i .BD _BE  CF_CE
1. En el triangulo ABC se cumple lo siguiente: TR
a) ¢Cual de los segmentos que se forman con los puntos D, EyF A F
es paralelo al lado AC? Justifica tu respuesta. C
b) ¢Cual de los segmentos que se forman con los puntos D, Ey F D
es paralelo al lado AB? Justifica tu respuesta. 5 E

c) ¢Es DF paralelo a BC?

2. Eneltridangulo FGHse cumplelo siguiente:i—'\l_f = % ¢Eseltridngulo
FNM semejante al tridngulo FGH? Justifica tu respuesta. N




3.8 Paralelismo dados segmentos proporcionales, parte 3

I Las rectas p y r son cortadas por tres P r
rectas paralelas como se muestra en la A/ \D B
fiura Traza el segmento AF y utiliza
gura. B/ XE el teorema sobre segmentos
paralelos en un tridangulo.
AB _ DE / \
Demuestra que o= =—+¢. C F

/ \

S Se traza el segmento AF y se denota por M al punto de interseccién entre AF y BE.

,
En el tridngulo ACF por el teorema sobre segmentos paralelos, se tiene que p
AB _ AM A/ \D
BC ~ MF N
o/ e
En el tridngulo AFD por el teorema sobre segmentos paralelos se tiene que / \
M _ FE C “\F
MA ™ ED / \

MA_ ED

Tomando el reciproco de ambos lados, TV TE

AB _ AM _MA _ ED _ DE
PorIotanto,Bc-NIF M- FE T EE

-

C Teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo
Si dos rectas cualesquiera se cortan por varias rectas paralelas, entonces los seg-
mentos determinados en una de las rectas son proporcionales a los segmentos

Este resultado es
conocido como el
Teorema de Thales.

correspondientes en la otra.

1. Lasrectas p y r son cortadas por tres rectas paralelas como se muestra en la figura.

a) éCudles segmentos son proporcionales?
b) Demuestra que% - B¢

EF D -
Al /o
B E

|

2. Lasrectas py r son cortadas por tres paralelas como se muestra en la figura. SiAB=3,DE=2y EF =1,
¢écudl es el valor de BC?




;.9 Practica lo aprendido

1. Calcula la longitud de DE si AC|| DE, AC=2,BD =3y DA =1.

2. En el AAFG se cumple: BC || DE || FG. Calcula los valores de
xyysiBC=0.8cm,DE=3cmyAF=5cm.

P
3. Las rectas p, ry s son paralelas. Calcula los valores de —
xXyy.

4. En el tridngulo ABC de la figura, M y N son los puntos
medios de AB y BC respectivamente. Si el perimetro del
tridngulo MBN es 8, écudl es el perimetro de AABC?




4.1 Distancia entre puntos sobre un mapa

PAna sefiala dos puntos sobre
un mapa de San Salvador vy
mide con una regla la distancia
entre ellos. Obteniendo como __ j§ mericad,
resultado 6 cm. Si el mapa se G ONIVERSITARY
encuentra a una escala numé-
rica de 1:50 000, écual es la
distancia real entre los dos lu-
gares sefialados? NS

Avenida Bern;

La escala numérica in-
dica que un centimetro
en el mapa equivale a
50000 centimetros en
la realidad.

ond 8

Alameg, yuan Pag,
i 2 L Rameda Juan Pablo |

COLONIA Ta Calle p»

ELAG BICAKEA

Se denota por x la distancia real entre los dos lugares. Entonces:
6 __1
x ~ 50000

Se despeja x de la ecuacidn anterior:  6(50000) = x
x =300000

La distancia entre el Monumento al Divino Salvador del Mundo y la Universidad de El Salvador es
300000 cm o 3 km.

1. ¢A qué escala se encuentra elaborado el siguien-

te mapa de El Salvador, si la distancia real entre

% Santa Ana y San Salvador es 48 km y el segmento
trazado sobre el mapa mide 1.5 cm?

T

/Sonsonate
{0 AT - N

Ambas medidas deben estar en el mismo
sistema de unidades.

. “SanMiguel’ .
L e O
- C’*’j Usdloutan" C'j L:a Urion.

oy
'i {19

T , ;
2. En el siguiente plano:

. . I 2 } 2 —1 } 15
a) éCudl es la escala? - - - - T

i Cual | ar n m?) del itacio Baf
b)¢Cu‘a €s el area (e ) de 1.5¢cm Hab|tacz|on Habitacion ane

patio? (9 m?) Cocina Patio Habitacion
c) ¢Cual es el area total? T

1cm| Bafio

Para conocer la escala
mide con una regla las 1.5cm Sala Comedor
longitudes del dibujo.

F—>2m—F+———1.5cm——



4.2 Areas de poligonos semejantes

P Los triangulos ABCy DEF son semejantes D El 4rea de un
a razon 1:3. ¢Cudl es la razén entre las tridngulo es:
areas del AABCy ADEF? A

L (base)(altura)
B C E F 2

S \
El drea del tridngulo ABC es (BC)Z(AB), y la del tridngulo DEF es &2('35. Entonces, la razén entre las areas
se calcula:

(BC)(AB)
(ABC) 2 ) .
= (ABC) Indica el area del
(DEF) M triangulo ABC. Entonces,
2 ((g%g)) es la razén entre las
BC)(AB areas de los tridngulos ABC
_ (BC)(AB)
(EF)(DE) y DEF.

- (&)
EF/ \DE
. Se sustituyen en la razén entre areas:
e - (3)6)
(DEF) 3/\3
1 2
- (3)

Por lo tanto, la razén entre las areas de AABCy ADEF es igual a % (el cuadrado de la razén de semejanza).
N J

Por hipdtesis BC - SB

1 _
e -3V DE

W=

La razdn entre las areas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza.

1. La razén entre dos tridngulos semejantes es 2:3, icudl es la razdn entre sus areas?

2. En el tridngulo ABC, D, E y F son los puntos medios de AB, BC y CA, écudl es la razdn entre las areas
del tridngulo ABCYy el tridngulo DEF?

o1l

Oe



4.3 Volumen de sdlidos semejantes

I Los prismas rectangulares de la figura son semejantes. Encuentra la razén entre los voliumenes.

El volumen de un prisma rectangular se
calcula: (altura)(largo)(ancho).

7
3

q
7

S Se denota por V| el volumen del prisma pequefio y por V. el volumen del prisma grande. Entonces:

V. _ (2)3)(1)
Vo™ (6)(9)3)

v =366
Al simplificar lo anterior se obtiene:

Vi _ (1)(1)(2

v = (5E6

Vo

V. 3

Por lo tanto, la razén entre los volimenes del prisma pequefio y del grande es % .
-

C La razén entre los volumenes de dos sélidos semejantes es igual al cubo de la razén de semejanza.

1. ¢Son semejantes los siguientes prismas rectangulares? Justifica tu respuesta.

_z_l

I_4_I

2. Dos cilindros circulares rectos son semejantes a razén 1:4, éicual es la razdn entre sus volimenes?



4.4 Problemas que se resuelven utilizando semejanza de triangulos

P A cierta hora del dia, José y Marta se colocan de pie
en el patio de su escuela. José proyecta una sombra de
90 cm de longitud, mientras que la sombra de Marta
mide 75 cm de longitud. Si la estatura de José es 1.80 m,
écudl es la estatura de Marta?

En una misma hora, las alturas de dos objetos
son proporcionales a sus sombras.

~75cm-

S .

Con las estaturas de ambos y las longitudes de las sombras pueden formarse dos tridngulos rectangulos
semejantes (por el criterio AA). Primero, se convierte a centimetros la estatura de José:

1.80 m=180cm

Se denota por a la estatura en cm de Marta. Por ser triangulos

semejantes: a _ 75 —
180 ~ 90
1.80m
Se despeja a de la ecuacién anterior: g
a=180(2

Por lo tanto, la estatura de Marta es 150 cm o0 1.50 m.

1. ¢Cudl es la altura de la torre del Ministerio de Gobernacion, si a
determinada hora del dia proyecta una sombra de 40 m mientras
gue un hombre de 1.82 m de estatura proyecta una sombra de
1.40 m a esa misma hora?

==

2. Antonio (A) se encuentra en la playa a 24 m de un salvavidas (S). Si
la distancia entre el Malecén y el salvavidas es 60 m y la longitud Aqat : (1 .
del muelle es 200 m, écual es la distancia entre Antonio y el inicio e g s

? o
del muelle (1)? T

@‘ Muelle del puerte
de la Libertad

En lafigura, el segmento que une el Malecon
con el punto S es paralelo al muelle.

|
\
!I
\
1\
\
\




4.5 Practica lo aprendido

1. El siguiente plano de un museo se encuentra a una 2cm lcmlcmlcm
I T T T 1
escala numérica de 1:200; los bafios y los salones 1 i R
. . . . . Salé
y 3 tienen las mismas dimensiones, mientras que las 5 waién 20 | mujeres. | hombres |1 CM
cm - .

dimensiones del salén 2 son iguales a las del salén 4. principal 0.5 cm

a) éCudl es el area real del salén principal?
b) éCudl es el drea del saldn 1? 1cm fred sion2 | 2 €M
c) Si se planea enladrillar todo el suelo del museo "
con baldosas de 25 cm x 25 cm, écudntas de estas CT sond Sa'm_‘
1

2cm lcm 2cm

salida , Bodega | | () 5 cm

se necesitaran?

2. Dofia Carmen vende frutas y jugos enlatados. Para ello utiliza dos tipos de latas: la tradicional con
4 cm de radio por 10 cm de alto y la jumbo cuyo volumen es de 540m cm?. Si ambas latas son seme-
jantes, écuales son las dimensiones del radio y la altura de la lata jumbo?

3. José se coloca a dos metros de un muro de tal forma que el extremo de su sombra coincide con el
extremo de la sombra del muro. Si la estatura de José es 1.80 m y la longitud de su sombra es 3 m,
écual es la altura del muro?

1.80m

3m




Teorema de Pitagoras

El Teorema de Pitagoras es uno de los resultados matema-
ticos que mas ha fascinado a las civilizaciones a lo largo de
la historia. Algunos historiadores sugieren que en Babilonia,

alrededor del afio 1600 a.C., ya se calculaban las diagonales
a de ciertas figuras utilizando este teorema. Sin embargo, la
primera demostracion formal conocida se atribuye al fil6-
b sofo y matematico griego Pitdgoras de Samos, considerado
el primer matematico puro. A lo largo de |a historia, nume-
rosos cientificos y matematicos han desarrollado una gran

cantidad de demostraciones de este teorema.

Representacion geométrica del
Teorema de Pitdgoras.

En la antigliedad se utilizaba el teorema de
Pitagoras para medir terrenos en agricultura,
la altura de ciertos objetos, obtener el volu-
men de solidos como piramides y conos. En
la actualidad, el teorema sigue siendo indis-
pensable en toda drea donde es necesario el
calculo de longitudes, como en ingenieria,
agricultura, fisica, astronomia y hasta en las
artes. En la matematica, el teorema permitié
el fortalecimiento de algunas areas como la
geometria y el cdlculo, ademas del descubri-
miento de los numeros irracionales.

Arbol pitagdrico. Construido con una sucesion de
tridngulos rectdngulos y cuadrados sobre los lados.

En esta unidad estudiards el teorema de Pitagoras, algunas de sus demostraciones, la re-
solucién de problemas matematicos por medio de este teorema y su aplicacién a situacio-

nes de la vida cotidiana.



1.1 Calculo de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, parte 1

P En la figura, el AABC, ADAF, AEDG y ABEH son triangulos
rectangulos y congruentes. H E G
a) Encuentra el drea del cuadrado CFGH.
b) Encuentra el area del cuadrilatero ADEB.
c) Demuestra que el cuadrildtero ADEB es un cuadrado
verificando «<BAD = 90°.
d) Encuentra la medida del lado AB. D

En un triangulo rectangulo los lados adyacentes al angulo de 90°, se
llaman catetos, mientras que el lado que es opuesto al angulo recto
se llama hipotenusa. . X cm
3cm: >

Hipotenusa '
Cateto >

Cateto

S .
a) CF=4+3 =7(cm), por lo tanto, el drea es: 7= 49(cm?).
b) El drea del cuadrildtero ADEB se puede calcular restando al drea del cuadrado FGHC, las areas de los

cuatro triangulos que son congruentes.
(ADEB) = (FGHC) — (ABC) x 4

=(a+3p -2 xa
=49 - 24
=25 (cm)?

c) <BAD = 180°- («xCAB + %DAF)
= 180°— (XCAB + ¥ABC), dado que AABC = ADAF
=180°-90° = 90°

De la misma manera se tiene que ¥ADE = ¥DEB = <EBA = 90°.

En el cuadrilatero ADEB, los lados son congruentes y los angulos son congruentes asi que es un cuadrado.
d) El 4rea del cuadrado ADEB es AB?, por otra parte el area es 25 cm?. Luego AB?= 25, AB = 5(cm).

( Los registros arqueoldgicos indican
Formando cuadrados con 4 triangulos rectangulos congruentes y cal- | que por el afio 2000 a. C., los egip-

culando el area se puede calcular la medida del |a hipotenusa sabien- | cios unian 12 segmentos de soga de
do los catetos. la misma longitud. Estiraban cinco de
estos segmentos consecutivos luego
tirando del lazo formaban un tridn-
gulo rigido con un angulo recto. Este
tridngulo de lados 3,4y 5 es conocido
como el tridngulo sagrado egipcio.

En la siguiente figura, encuentra el valor de x:

Dunham, W. (2002). Viaje a través de
los genios.

! xcm
2cm )

2 eme




1.2 Calculo de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, parte 2

P

S

Encuentra la medida de la hipotenusa de un tridangulo rectangulo cuyos vértices estan representados

por los puntos A(1, 0), B(0, 1) y C(0, 0).

A

—
C

Un punto en el plano cartesiano se
representa por (a, b), donde a es el
valoren el eje x, y b en el eje y.

Se construye un cuadrado que contenga como uno de sus lados la
hipotenusa del tridangulo ABC, es decir que tenga como lado AB,
este cuadrado tendrda como vértices los puntos A(1, 0), D(2, 1),
E(1, 2) y B(O, 1).

Construyendo tridngulos congruentes al triangulo ABC, se forma
el cuadrado FGHC. El drea del cuadrado ADEB se obtiene restan-
do al area del cuadrado FGHC, las areas de los cuatro triangulos.
(ADEB) = (FGHC) — (ABC) x 4

=2 - Ztxa

=4-2

=2

Entonces AB? = 2 (por el area de ADEB).
Por lo tanto AB = V2 (raiz cuadrada positiva).

En el triangulo rectdngulo cuyos vértices estan representados por los puntos A(1, 0),B(0, 1) y C(0, 0), la

hipotenusa es V2 .

Encuentra la hipotenusa para los triangulos formados por los vértices de cada literal.

a) A(1, 0), B(0, 2) y C(0, 0)

Y | ! | YA
3 348

b) A(1, 0),B(0, 3) y C(O, 0)

XY

XY




1.3 Teorema de Pitagoras, parte 1

P Dado el AABC, tal que CA = b, AB = ¢y BC = a; con <BCA = 90°. Demuestra que a?+ b*= ¢?, aplicando el

procedimiento de la clase 1.

B
c
a
—
¢ b
N
Construyendo un cuadrado que tenga como uno de sus lados la hipotenusa AB.
Al construir tres tridngulos rectangulos congruentes al AABC, cuyas hipotenusas sean los tres lados
restantes del cuadrado ADEB, se forma el cuadrado CFGH en el que cada uno de sus lados mide a + b.
H E G
Si se encuentra el drea del cuadrado CFGH de dos formas distintas: 4
Forma 1.
A =(a+b)*=a’+2ab + b’ D
B
Forma 2.
A2=c2+4(a—b)=cz+2ab. a
Como el area es la misma se tiene que A = A,. - .
2 2 - n2 2 2 — n2
L a’+2ab +b*=c*+2ab = a’+ b*=c. c b N P

En todo tridngulo rectdngulo se cumple
que, la suma de los cuadrados de las longi-
tudes de sus catetos es igual al cuadrado de
la longitud de su hipotenusa, es decir, silos ¢
lados del triangulo son a, by ¢, se cumple

<
El teorema de Pitagoras se cumple

sin importar la posicién del tridngu-
lo rectangulo.

que @+ b? = ¢% Este resultado es conocido b

como el teorema de Pitagoras.

Verifica que el teorema de Pitdgoras se cumple en
los siguientes tridngulos rectangulos.

a) \/Ej: . b)
2 3 Vi3
13
<) 5 1 N\
2

12

Euclides (300 a. C.) enuncid la siguiente propo-
sicion: “En los triangulos rectangulos, el area
del cuadrado construido sobre el lado que sub-
tiende el dngulo recto es igual a la suma de las
dreas de los cuadrados construidos sobre los
otros lados del triangulo”.

Dunham, W. (2002). Viaje a través de los genios.

—




1.4 Teorema de Pitagoras, parte 2

P Utiliza semejanza de los tridngulos AABC ~ ACBD y AABC ~ AACD para establecer que en el AABC, se

cumple que BC? + CA?= AB. B

C A

AABC ~ ACBD (tiene dos angulos congruentes).

% = g_g (por la semejanza de los triangulos ABC y CBD).

Entonces, BC?> = AB x DB (propiedad fundamental de las proporciones).

AABC ~ AACD (tiene dos angulos congruentes).

AB _ CA

T (por la semejanza de los tridangulos ABC y ADC).

Entonces, CA%? = AB x AD (propiedad fundamental de las proporciones).
Luego, CA%+ BC>= AB x AD + AB x DB= AB x (AD + DB)= AB.

Por lo tanto, BC? + CA2= AB?.

-

S Trazando la altura del vértice C al lado AB, se forman los triangulos rectangulos ADC y CDB.

C Se puede utilizar semejanza de tridngulos para demostrar el teorema de Pitagoras.

Verificacion del teorema de Pitagoras con recortes: Verifica que el area del cuadrado mas grande (de
area ¢?) es igual a la suma de las areas de los otros dos cuadrados (cuyas areas son b2y a?).

/Dibuja un triéngulo\ @ecorta tres cuadrados co\ /Dobla el cuadrado celeste\ KI'raza un segmento paralelo\

rectangulo. paginas de color, cuyos la- por sus diagonales; des-
dos sean los lados del trian- dobla y marca su punto de
c gulo. interseccion.
a &
c
b a
b
\ O\ O\ %
/I'raza un segmento pEF'\‘ Qorta las 4 partes en que | [ Unelas 4 partes
pendicular a este ultimo ha quedado dividido el cortadas con el
y que pase por el mismo cuadrado celeste. otro cuadrado
punto. >< |>v<l u .
N N Z2 VA8 J

a la hipotenusa que pase por
el punto marcado.

\\

\_ J
N
| Se forma un ‘
cuadrado con-
gruente al mas
grande.
\_ )




1.5 Calculo de la medida de un cateto

P En el siguiente triangulo rectangulo ABC, encuentra la medida del cateto BC, es decir, el valor de a.

A
7 3

[]
B ______________________ a _______________________ C

S S

Como el tridngulo es rectangulo se cumple que 3% + a? = 7% (teorema de Pitagoras)
Despejando a?, a’=7*-32=49-9=40.
Por definicién de raiz cuadrada, @*=40 = a =V40 = 2V10, como a > 0.

Por lo tanto: a=2V10.

En el triangulo rectangulo ABC, cuya hipotenusa mide 7 y el cateto 3, el segundo cateto mide 2V10.
\ J

C

En general, en un triangulo rectangulo de lados a, b y ¢, debido a que se cumple que a?+ b* = ¢, la hi-
potenusa vy los catetos se pueden encontrar de la siguiente manera:

c=Va’+ b? a=Ve2-b? b=Vc*-a? a N
b
®Determina el valor del cateto a en términos de x. Considera x > 0.
Entonces, a’=(x + 1)’ —x?=x’+2x + 1 - x> =2x + 1. a x+1
Por lo tanto, @ =\2x + 1 . "

Encuentra en los siguientes triangulos la longitud de los lados desconocidos:

3V2
Vio 1 D



1.6 Resolucion de problemas utilizando el teorema de Pitagoras

P Encuentra la medida de la hipotenusa del tridngulo ABC, sabiendo que el tridngulo ABD es isdsceles.

B, ..
e
.

S

Para calcular el valor de x, se necesita saber la medida del cateto CA.

Debido a que el AABD es isdsceles, el lado DA es 10.

Aplicando el teorema de Pitagoras en ADBC. CD?+ BC?>=DB*= CD?+ 82 = 10?
= CD?=36,conCD>0
= CD=6

Dado que CA =CD + DA, se tiene que CA=10+ 6 = 16.
Finalmente se aplica el teorema de Pitagoras en el AABC:
x>=BC*+ CA? = x?=8%+16%=320.

Por lo tanto x = V320 =8V5 .

Para resolver problemas utilizando el teorema de Pitdgoras, identifica los triangulos rectangulos en la figu-
ra y utiliza los valores que se proporcionan en ella, para determinar la medida de los lados desconocidos.

1. Determina la medida de la diagonal AC en el 2. Calcula la medida de la hipotenusa del AADE.
cuadrilatero ABCD.
Puedes aplicar semejanza de . C
A triangulos. “




1.7 Triangulos notables

P 1. ¢Cudnto mide la diagonal CA del cuadrado 2. ¢Cudnto mide la altura del tridngulo equi-
ABCD, cuyos lados miden 1?, ¢cudnto miden latero EFG cuyos lados miden 27?, écuanto
los angulos del AABC? miden los angulos del AEFG?

A D .G

' La altura de un trian-
g gulo es el segmento
1 2«’ perpendicular a un
lado que va desde el
: vértice opuesto a este
. (o a su prolongacion).

B C E H F

-

S

1. La diagonal CA es la hipotenusa de los tridngulos rectangulos ABCy ACD. Solo se aplica el teorema
de Pitagoras a cualquiera de estos triangulos para poder encontrar la medida de la hipotenusa CA.

En el AABC: AB?2+ BC?’=CA?=> CA?=1+1%=2
= CA= \/5

Por lo tanto, la diagonal de ABCD es V2.

Como la diagonal CA del cuadrado ABCD es bisectriz del <DAB y ¥BCD,
entonces los dngulos «CAB y «BCA del AABC miden 45°.

2. Como AEHG = AFHG, EH = HF. Por lo tanto EH = 1.

En el AEHG: EH?+ HG?*= GE?2=> HG?= GE2—EH?=22-1%=3 G
= HG=V3
307
Por lo tanto, la altura de AEHG esV3 . 2 V3

El *GEH = 60° debido a que el AEFG es equilatero, mientras que el <HGE = 30°,
debido a que la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°. E 1 H

C

A los tridngulos ABC y EHG se les denomina triangulos notables y seran de mucha utilidad en el estudio
de la trigonometria en bachillerato.

1. ¢Cudl es la medida de la diagonal del siguiente 2. ¢Cudl es la medida de la altura del siguiente
cuadrado? triangulo equilatero?
A D .G
2 4
] C .
B E H F

3. éCudl es el area del triangulo EFG del ejercicio 2?



1.8 Reciproco del teorema de Pitagoras

P En el AABC, se cumple que 3% + 42 = 52, Demuestra que la medida del <ACB es 90°.
B

5cm
3cm

4 cm A

S

1. Considerando el tridangulo rectdangulo ADEF, con lados EF =3 cm, FD =4 cm.

E
2. Utilizando el teorema de Pitagoras, DE?>= EF?+ FD?
= x2=32+4*=9+16=25 x
3cm
=>x=5
—
F 4cm D
3. Como CA =FD, AB = DE y BC = EF se concluye que el AABC = ADEF (la medida de los tres lados son

iguales).

4. Como AABC = ADEF y <DFE = 90°, entonces el <ACB = 90°.

Por lo tanto, se concluye que el AABC es rectangulo.

C

Sienun triangulo, sus lados a, by ¢, cumplen la relacion a?+ b? = ¢?, entonces el tridngulo es rectangulo,
cuya hipotenusa es c. Este resultado es llamado el reciproco del teorema de Pitagoras.

Si las medidas de los tres lados de un tridngulo son 8, 15y 17, verifica si es un tridngulo rectangulo.

Se debe verificar si se cumple que, la suma de los cuadrados de dos de ellos, es igual al cuadrado del
tercero: 152+ 82 =289, 17> = 289, luego 15%+ 82 =172

Observa que en un triangulo rectangulo,
la hipotenusa tiene mayor longitud que
los catetos.

Por el reciproco del teorema de Pitagoras se puede concluir que, el triangulo tiene un angulo recto, y
por lo tanto, es un triangulo rectangulo.

Verifica cuales de los triangulos son rectangulos, si los datos proporcionados representan las medidas
de sus lados.

a)2cm,2cmy3cm b) 4cm,5cmy V41 cm c) 7,24,25 d) 23,4



2.1 Calculo de la altura y volumen de un cono

I Calcula la altura y el volumen del cono.

El volumen de un cono de radio r y altura A
esV = % 1r? h.

S

Se traza la altura en el cono y se forma un tridngulo rectdngulo el cual se denota como AABC, del cual
ya se conoce la hipotenusa y un cateto, la altura del cono es el otro cateto de este triangulo, para cal-

cularlo, se aplica el teorema de Pitagoras:
C

En el AABC: AB?+ BC? = CA?

= BC? = CA>- AB?
- 52_ 22
25-4

= BC=V21

Por lo tanto, la altura del cono mide V21 cm.

El volumen del cono se obtiene con V. =%nr2h, donder =2 cmy h =V21 cm, sustituyendo se tiene:
V = %7‘[(2)2\/21 = 4\/_% cmd.

Por lo tanto, el volumen del cono es 2Y21 T cm3,
3

C Para determinar el volumen o la altura desconocida de un cono, es necesario utilizar el teorema de
Pitagoras.

1. Determina la altura del siguiente cono. 2.Encuentra el volumen del siguiente soélido
geométrico.




2.2 Calculo de la medida de la altura y del volumen de la piramide cuadrangular

l Calcula la altura y el volumen de la pirdmide cuadrangular.

El volumen de una pirdamide cuya area de la
base es A,y altura h es Vp= %AB h.

/D

S Se traza la altura de la piramide y se forma un triangulo rectangulo ABC, del cual solo se conoce la
hipotenusa, pero no sus dos catetos. Se debe encontrar la medida del cateto BC, que es la altura de la
pirdmide, para ello se debe conocer el valor del cateto AB.

2cm

~

F E La base de la pirdmide es un cuadrado
‘ donde AB es la semidiagonal. Como
AD =2 cm, entonces DE =2 cm.

zicm La medida de la diagonal EA se obtie-
] ne aplicando el teorema de Pitagoras
A . enel AADE:

L. 2 cm"""*“'D‘ EA2=ED?+ DA?2=2%2+2%=8
= EA =\/§ =2\V2

Luego como AB es la semidiagonal, se tiene que AB = V2 c¢cm. Con esta informacion ya se puede calcular
la medida del cateto BC en el AABC; nuevamente aplicando el teorema de Pitagoras:

A 2cm D A

CA? = AB?+ BC?*=> B(C?’= CAZ—ABZ=32—\/72=9—2=7
= BC=V7, por lo tanto A = V7 (cm).

El volumen de la pirdmide se obtiene con Vp = %AB h;enestecaso A,=2x2=4cm’y
h =\/2 cm, sustituyendo se obtiene que

= % (4)V2 = —4\3/3 cmd.

-

C Para determinar el volumen o la altura desconocida de una piramide, es necesario utilizar el teorema
de Pitagoras.

1. Determina la altura de la pirdamide cuadrangular. 2. Si KL =V'5 cm es la altura del triangulo isésceles

KHI, determina el volumen de la siguiente pira-
mide cuadrangular: K

V12 cm L



2.3 Calculo de la medida de la diagonal de un ortoedro

I ¢Cudl es la medida de la diagonal CE del siguiente ortoedro? Un ortoedro es un prisma recto, y tiene I
caracteristica de que sus caras forman entre

H G si angulos rectos.

E F :

4cm D,i ----------- C Frmmmoooes
3cm
A V- Las cajas que usualmente se utilizan son
5¢m B ortoedros.

La diagonal CE es la hipotenusa del AACE. Se debe encontrar la
medida del cateto AC, para luego calcular la medida de CE. Como
AC también es la hipotenusa del AACB, se puede encontrar su
medida aplicando el teorema de Pitagoras:

H G
En el AACB, AC2=BA?+CB?=52+32=25+9=34 |
E i F
=AC = V34 S
som| Ol S c

A
Como ya se conocen los catetos ACy EA, se pue-
de aplicar el teorema de Pitdgoras en el AEAC,
para encontrar el valor de la hipotenusa CE.

CE?=AC*+EA’= (34 )? + 42 =34+ 16 = 50
= CE=V50 =5V2

Por lo tanto, la diagonal del ortoedro mide 5\2 cm.

Para determinar la longitud de la diagonal del ortoedro se utiliza el teorema de Pitagoras dos veces.

1. Calcula la medida de la diagonal del ortoedro. 2. Si en el ortoedro, la diagonal JP = 3V5, écudnto
mide su altura?

1 P 0
i , M E N
- /3cm |
4cm ) L
———————————————— 8em-—-—-------------¢ /'"""_ "_"_“g(
| _,f\,(’



2.4 Calculo del area de un hexagono

I Calcula el area del hexagono regular, cuyos lados miden 1 cm.

S

S

r-1lcm-.

Un poligono regular cumple
que todos sus lados tienen
la misma longitud, y todos
los dngulos interiores tienen
la misma medida.

~
El hexagono regular esta compuesto de 6 triangulos equilateros congruentes. 1 em--
En este caso los 3 lados de cada tridangulo miden 1 cm. '
Se debe encontrar el drea de un tridangulo y luego multiplicarlo por 6, para
encontrar el area del hexagono.
Se toma un tridngulo cualquiera de los 6, y se denota por AABC. Se traza la
altura desde el vértice Cy utilizando el teorema de Pitagoras se encuentra su
longitud:
CA?= AD?+DC? =DC?*= CA%— AD?
¢ A la perpendicular trazada
1em 1em =DC2=1- % =i =DC = ’i =§ desde el centro de un poligo-
4 4 no regular a cualquiera de sus
B lados se le llama apotema.
A*l -D 1 x"i \/g
Ztm El area del AABC es: (AABC)= 5 2 =T(Cm)2' En el problema anterior la al-
tura DC coincide con el apote-
El drea del hexagono es g X6 = %E (cm)?. ma del hexagono.
J

C

Para determinar el drea de un poligono regular se puede utilizar el teorema de Pitagoras para encontrar
el apotema del poligono.

Encuentra la longitud del apotema y el area de los siguientes poligonos regulares.

r=--2CM- -+




;.5 Practica lo aprendido

1. Encuentra el volumen del sélido que esta sombreado de gris.

2. Determina el area total de la pirdmide, si los tridngulos son equildteros y la medida de sus lados es 3.

-

2.6 Practica lo aprendido

H
1. Calcula la medida del segmento BC del siguiente ortoedro. : G
- i ‘
| 5cm
e, |
% |
DI | )
. C
2. Calcula el area del siguiente heptagono regular. )
A B
2cm

Aem




2.7 Aplicacion del teorema de Pitagoras

Entrada principal
o . Jorepara Universidad de Eléalvador
=

P La distancia desde la entrada principal de la Universidad de El Salva-
dorenSanSalvador (punto C) hasta lafuente luminosa (punto B) es de

554.8 m; mientras que desde la fuente luminosa hasta el punto de
interseccién, entre el bulevar de los Héroes y la 21 calle poniente
(punto A) es 375.6 m. Encuentra la distancia entre los puntos Ay C.

Interseccion entre el
Bulevar de los Héroes
y la 21 Calle Poniente

d
Calle San Antonio Aba
N

BINAC &

Insfituto Albert Camus
&

> 29 Calle po

38
EX
o
z

in Bloom
27 Calle po

25 Av Norte

parado448

<
Redondel Fuente.
luminosa

B Fuente luminosa

@ 525 Av Norte

21 calle Poniente

Centro Escolar Espana
[:|

En la situacidén anterior, se forma el triangulo rectangulo ABC, del
cual ya se conoce la longitud de los catetos AB y BC. Utilizando el
teorema de Pitagoras se encuentra la longitud de la hipotenusa CA:

=

CA? = AB*+ BC*= 375.6%+ 554.8°~ 141 075.4 + 307 803.0 = 448 878.4

= CA =V 448878.4 =670.

S

Call

 san Antoni© Abad

BINAC

Instifuto Albert Camus

paradaf4.0

ledondel Fuente

21 call i
S Poniente minosa

S

C

y la 21 calle poniente es 670 m.

El teorema de Pitagoras es aplicable para medir distancias, asi fue posible determinar que la distancia
entre la entrada principal de la Universidad de El Salvador, la interseccién entre el bulevar de los Héroes

Calcula la altura del monumento a los Préceres, ubicado en
el centro de la plaza Libertad de San Salvador. Ese monumen-
to fue inaugurado por el presidente Manuel Enrique Arau-
jo el 5 de noviembre de 1911, tras cumplirse 100 afios del
Primer Grito de Independencia y esta esculpido en bronce,

marmol, granito y concreto.




2.8 Practica lo aprendido

1. Mario tiene una escalera de 13 pies de longitud y quiere cambiar una
ldmpara que esta a 12 pies de altura en un poste, ¢a qué distancia de

la base del poste debe colocar la base de la escalera?

2. Miguel desea deslizarse por un tobogan, cuya altura maxima es 3.5 m. La distancia que hay entre el
punto donde toca el suelo y la base del tobogan es de 6 m. ¢ Qué distancia recorrerd en el tobogdn?

3. En una cisterna de concreto, don Juan necesita colocar un alambre
entre los puntos Py Q, é¢cudl debe ser la medida de este? P.

g

2.9 Practica lo aprendido

p
1. En la escuela El Zapote, se estd preparando un evento alusivo a la paz, para ello, a José le han en-
comendado colocar en el muro de la escuela, las letras alusivas al evento, écuantos centimetros de

mecate le hacen falta para terminarlo?

D
I G
— e
3

o

-25cm

2. El césped del estadio Cuscatlan en San Salvador, tiene 107 m de largo y
la diagonal mide 127 m, écual es el drea de la cancha?

S
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Una hoja del tratado astronémico
Almagesto.

Oy

La astronomia fue utilizada por las civilizaciones anti-
guas para predecir los periodos de abundancia de la
caza, la siembra o la llegada del invierno.

El matematico greco-egipcio Claudio Ptolomeo (siglo I1)
realizo, en el tratado astrondmico Almagesto, una des-
cripcion matematica del sistema geocéntrico (en el cual
los planetas giran alrededor de la Tierra). Uno de sus
aportes a la matematica fue un teorema sobre cuadri-
lateros ciclicos, en el que se utilizan propiedades impor-
tantes de angulo inscrito.

A

La trigonometria, que estudia la relacion entre los

lados y angulos de un triangulo, se desarrollé por SerfuEile
los estudios astrondmicos. Los matematicos hin-

dues Varahamihira (siglo VI) y Brahmagupta (siglo

VII) formularon varias propiedades trigonométricas ° \ i
utilizando la semicuerda (un tridngulo inscrito en

el circulo con un lado como didmetro del circulo) y C

los cuadrilateros ciclicos que tienen como base el
estudio de los angulos inscritos.

El dngulo inscrito ABC es recto.
Por medio de esta construccion se
obtuvieron relaciones importantes.

En los contenidos a desarrollar se abordara desde la definicién hasta el teorema del angu-
lo inscrito, que establece una relacion con el angulo central. Estudiaras la construccion de
rectas tangentes sobre |a circunferencia, asi como la definicion del angulo semiinscritoy la
relacion entre cuerdas y arcos de circunferencia.



1.1 Elementos de la circunferencia

I Escribe el nombre que reciben los elementos dibujados en la siguiente circunferencia:

S N
Segmentos. Arco.

El segmento que va del centro a La parte de la circunferencia
un punto de la circunferencia se delimitada por dos puntos en
llama radio. ella se llama arco.

Recta.

El segmento que va de un pun-
to de la circunferencia a otro y . .
L La recta que toca la circunferencia
pasa por el centro se llama dia-
en un punto se llama tangente.
metro.
El segmento que va de un punto El punto donde la recta tangente

toca la circunferencia se llama:
punto de tangencia.

de la circunferencia a otro se llama
cuerda.

- J

‘ El radio al punto de tangencia es per-
Los elementos de la circunferencia son: pendicular a la tangente en ese punto.

e Los segmentos: radio, didmetro y cuerda
e Las rectas: tangente
e El arco de la circunferencia

1. Escribe el nombre de los elementos senalados en cada circunferencia:

a)@ b) @ C) @ d) @ e) @
2. Responde las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es el nombre del elemento que es % del didmetro?

b) éCudl es el nombre de la cuerda de mayor longitud de una circunferencia?

c) ¢Como es la recta tangente y el radio al punto de tangencia de una circunferencia?

d) Al colocar dos puntos sobre la circunferencia, é cudntos arcos se forman?



1.2 Definicion y medida de angulos inscritos

P Realiza el dibujo en una hoja de papel y mide el ¥BPA desplazando el punto P a diferentes lugares de la
circunferencia. Compara la medida de «<BPA con la medida del <BOA.

‘/P—b

‘ El dngulo BOA se llama
angulo central, porque su
vértice es el centro de la

circunferencia.

80° Observa que el <(BPA y el

<BOA comparten el mismo
B arco AB.

A

S Utilizando regla y compas para hacer el dibujo y desplazar el punto P en la circunferencia, se tienen los
siguientes casos:

Caso 1: Caso 2: ‘

Utlllzando transportador se mide el<«BPA en Ios 3 casos.

Caso 3:

En los tres casos la medida del <BPA = 40°.

Y el <BOA = 2<BPA 0 bien el %BPA = %qBOA.
g J

Subtender el mismo arco
, .. B . . , . . significa compartir el mis-
Los angulos cuyo vértice esta en la circunferencia se llaman: angulos inscritos. | 5 2rc0.

En una circunferencia se cumple que la medida del angulo central que subtiende el mismo arco que cual-
quier angulo inscrito, es el doble de la medida de cualquier angulo inscrito que subtienda el mismo arco.

Determina la medida de un angulo inscrito a una circunferencia cuyo angulo central correspondiente al
mismo arco mide 160°. Utiliza un esquema como en el Problema inicial.



1.3 Angulo inscrito, parte 1

P Demuestra que el ¥BOA = 2«BPA cuando el centro queda en algun lado del ABPA.

El diametro es la cuerda que pasa
por el centro de la circunferencia.

A

S

S

Entonces, ¥OPA = %PAO (a lados iguales se oponen angulos iguales).
Por otra parte «BOA = <OPA + <PAO («xBOA es dngulo exterior del AAOP).

Por lo tanto, <BOA = 2<x0PA. Como XOPA = «BPA.

En el AAOP: OP = OA (son radios de la circunferencia).

Entonces, ¥BOA = 2XBPA.

C En los angulos inscritos cuyo lado coincide con el didmetro de la circunferencia se cumple que la medi-
da del angulo central que subtiende el mismo arco es el doble de la medida del angulo inscrito.

@Determina el valor de x para cada caso.

a)

ve)

P

o

Como «BOA = 2BPA.
Como «BOA = 2BPA.

_1
Por lo tanto, x = 2(30°) = 60°. Entonces, <BPA = > <BOA

Por lo tanto, x = %Oo =60°.

Determina el valor de x para cada caso.

a)

b) A c) d) A
LAl N
’ > B ] A\
B Ax b i
5 '




1.4 Angulo inscrito, parte 2

P

Demuestra que el <BOA = 2«BPA cuando el centro esta dentro del <BPA.

S S

Se traza el diametro QP.
LQOA = 2xQPAy «BOQ = 2xBPO (por lo visto en la clase 3).

Sumando ambas igualdades:
LQOA + ¥BOQ = 2«xQPA + 2xBPQ = 2(xQPA + <BPQ).

Por lo tanto, <BOA = 2<xBPA.

.
C En los angulos inscritos que tiene en el interior el dngulo central, que subtiende el mismo arco, también
se cumple que la medida del angulo central es el doble de la medida del angulo inscrito.

@Determina el valor de x para cada caso.

a) b)
P A Como «BOA = 2«BPA.
Como <BOA = 2xBPA.
B ' Entonces <BPA = -~ «BOA.
Por lo tanto, x = 2(35°) = 70°. 2
’ B Por lo tanto x = 2% = 75°
\ 2 '
P
A
Determina el valor de x para cada caso.
b) A c)

DN

>




1.5 Teorema del angulo inscrito

P

Demuestra que el <BOA = 24BPA cuando el centro esta fuera del <BPA.

S Se traza el diametro QP. A
<XAOQ = 2<APQy «BOQ = 2«BPQ (por lo visto en la clase 3).
Como «BOA = «BOQ - <AO0Q.
Entonces, <BOA = 2xBPQ — 2<APQ = 2(«xBPQ — <APQ) = 2«XBPA.
L Por lo tanto, <BOA = 2<«BPA. )

C En una circunferencia, para cualquier angulo inscrito se cumple que la medida del angulo central es el
doble de la medida del angulo inscrito que subtiende el mismo arco.

Ademas los angulos inscritos que subtienden el mismo arco tienen igual medida.

Este resultado se conoce como
El teorema del angulo inscrito.

®Determina el valor de x para cada caso.

a) b) Como <BOA = 24BPA.
180° _ 1
; Como <BOA = 2<BPA. A Entonces, <BPA = > ABOA.
M- 0 180° _ oo
p <g‘ Por lo tanto, x = 2(33°) = 66°. . Por lo tanto, x ==2==190".
A P El angulo inscrito a la semi-
circunferencia mide 90°.
Determina el valor de x, y y z para cada caso.
a) b) B c) d) A
/ Q
N ‘l 2( 0]
P
m ’ A R Q”
p~<Z] B D
A P B



1. Determina el valor de x para cada c

d)

F>PE

2. Determina el valor de x y de y segun cada caso

R,




1.7 Arcos congruentes

P €D = AB.

Compara la medida del <BPA con el <DPC en la siguiente figura si

P
.7 — . Ty .z
La notacidn AB, significa la porcién de
arco comprendida entre el punto Ay el
punto B.

S Se construyen los angulos <BOAy «DOC. P
IBOA = «DOC (6[3 = AB por hipdtesis). / \
ABPA = % ABOAyY «DPC= % «DOC (por angulo inscrito). C ',V N>
D “ B

Por lo tanto, <BPA = «<DPC.

- A J

C En una circunferencia los dngulos inscritos, que subtienden arcos de igual medida, tienen igual medida.

También se cumple que si dos angulos inscritos son de igual medida, entonces los arcos que subtienden
también son de igual medida.

®Determina el valor de x y y para cada caso donde CD = AB.

C Ny 50

A

Como «<BOA = 2<xBPA.
Como «BOA = xDOC.
Por lo tanto, x = 2(35°) = 70°.

Por otra parte, <BOA = <DOC.

Entonces, y = <DPC = «BPA =35°.

Determina el valor de x y y para cada caso. Considera AB = CD.

b) B c) B

/
<



1. Determina el valor de x y 'y para cada caso. Considera AB = CD.

a) AB=0CD b) AB = CD c) AB =8¢ d)

2. Enlas siguientes circunferencias, determina los arcos que sean de igual medida.

a) <ADF = «CEB b) «FOE = 2xCDB y «BDC = <ADG
D
C
B
E
FA

3. Determina el valor de x y y si en la siguiente 4. En la siguiente figura ABCDE es un pentago-

figura los puntos A, B, C, D, E, F dividen la no regular, se trazan las diagonales AD y BE.

circunferencia en 6 arcos iguales. Determina la medida de <BFA.

D C C
D B
E B
F A E A



2.1 Construccion de tangentes a una circunferencia

P

S

Dada la siguiente circunferencia y el punto P, construye con regla y compas las rectas que pasan por el
punto P y son tangentes a la circunferencia.

Tomando el punto medio del segmento PO, denotado por Q.
Se traza la circunferencia con centro Q y radio QO.

Se marcan los puntos A y B donde se intersectan las circun-
ferencias.

Entonces, <OAP = xPBO = 90° (ambos subtienden un arco
de 180°).

) La recta perpendicular al radio en un pun-
Por lo tanto, las rectas PA y PB son tangentes a la circunfe- to de la circunferencia es la tangente a la

rencia de centro O. circunferencia.

Utilizando los resultados de angulo inscrito se pueden construir las rectas que pasan por un punto Py
tangentes a una circunferencia dada siguiendo los pasos de la solucién.

1. Dibuja otra circunferencia y otro punto P fuera de dicha circunferencia, diferentes a los del inicio de
la clase y construye las tangentes a la circunferencia que pasen por el punto P.

2. Con base al ejercicio de la clase responde: . .
Puedes aplicar congruencia

de triangulos para justificar tu
a) éSon iguales los segmento PAy PB? respuesta.

b) éPor qué?



2.2 Cuerdas y arcos de la circunferencia

En la siguiente figura AB = CD. Compara la longitud de las cuerdas AB y CD.
B

S Trazando los radios OA, OB, OCy OD. 8

<«BOA = «DOC (porque AB = CD). Para aplicar el criterio de

C
\ congruencia LAL es nece-
OA = 0B =0C = 0D (son radios de la circunferencia). A sario que dos lados y el
D

angulo entre ellos sean

Entonces, ABOA = ADOC (por criterio LAL). congruentes.

Por lo tanto, AB = CD (por la congruencia).
\

C

En una circunferencia si la medida de dos arcos es igual, entonces la medida de las cuerdas que sub-
tienden esos arcos es igual.

®En la siguiente figura AB = CD. Compara la longitud de los arcos KE y ETD
B

B
Trazando los radios OA, OB, OCy OD. \
C C
A Entonces, ABOA = ADOC (por criterio LLL). A
Luego, <BOA = xDOC (por la congruencia).

~ ~— , .
Por lo tanto, AB = CD (el angulo central es igual).

(W)

Los puntos A, B, C, D, E, F dividen la circunferencia en 6 arcos iguales. Clasifica las figuras que se forman
uniendo los puntos indicados en cada literal. Observa el ejemplo:

D ¢ a) ABC BA = BC(porque/B-B‘= éE).
R. ABC es un triangulo isésceles.
E B

b) ABDE c) ACE d) ACD

F A e) ABCDEF f) DEF g) ABCD



2.3 Aplicacion con semejanza de triangulos

P En la siguiente figura determina si se cumple que el AAED ~ ABEC.

B
A
C
D
S En la figura <XAED = «<BEC (son opuestos por el vértice). B
A . o

¥IDBC = ¥DAC (subtienden el mismo arco). C Para aplicar el criterio

AA solo es necesario

que dos angulos sean
Pero <EBC = <DBCy «DAE = «<DAC. congruentes.
Por lo tanto, AAED ~ ABEC (por criterio AA). D

S

C Para determinar semejanza entre tridngulos es necesario observar los angulos inscritos que subtienden
el mismo arco.

En la siguiente figura determina la medida del segmento ED.

B
Como AAED ~ ABEC.
A Cuando dos tridngulos son
C ED _ AE semejantes, la razén en-
Entonces, — = —. ’
EC BE tre sus lados homdlogos se
AE 5 mantiene constante.
Porlo tanto, ED=ECx — =6x — =7.5.
BE 4
D ED=7.5cm
1. Determina x en las siguientes figuras: 2. En la siguiente figura determina qué condiciones

son necesarias para que AACP ~ ADPB.

B

A

D P

¢Es necesario algo mas?



2.4 Paralelismo

P En la siguiente figura AB = CD. Determina si los segmentos AD y BC son paralelos o secantes.

B
C
A
D
S Trazando la cuerda AC. B
> 7~ C
Entonces, <BCA = <DAC (dado que AB = CD). A

Por lo tanto, BC || AD (los angulos alternos internos son iguales).
D

S

C En una circunferencia, si se tienen dos arcos de igual medida, entonces las cuerdas determinadas por
el inicio de un arco y el final del otro son paralelas.

— — . . .
Compara los arcos AB y CD de la circunferencia, si BC || AD.

B B
Trazando la cuerda AC.

A <BCA = «DAC (angulos alternos internos).

— fany 7 . .
Por lo tanto, AB = CD (teorema del dngulo inscrito).

D Este resultado es el reciproco
del ejercicio inicial.

Determina cuales de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos consecutivos
A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos hay al menos un par de cuerdas paralelas.

a) AC = AD b) <DBC = <BDA c) CB = DA d) CB = AD

e) AB=BC f) <ACD = <ADB g) AC=BD h) AABC = ADCB



2.5 Cuatro puntos en una circunferencia

P Considerando <ABC = <APC y que ambos dngulos comparten el segmento AC. P P

Demuestra que los puntos A, B, Cy P estdn en una misma circunferencia. B "){

C\/A

S

Opcidén 1
B P

CVA
En este caso:

<ABC = <APC.

Por lo tanto, A, B, Cy
P deben estar en una
misma circunferencia.

El punto P tiene 3 opciones, sobre, dentro o fuera la circunferencia.

Opcién 2

Trazando XAP'C, se tiene que
XABC = <AP'C < <APC
Dado que XAPC = <xAP'C+ «xP'CP

Por lo tanto, <ABC < <APC.

Opcién 3

P
B
C\_/A

Trazando XAP'C, se tiene que
<ABC = XAP'C > <XAPC.
Dado que <AP'C=<APC+ «PCP'.

Por lo tanto, <ABC > <APC.

~

C Si dos angulos iguales, ademas comparten un segmento en sus aberturas, entonces los cuatro puntos
estdn sobre una misma circunferencia.

Determina el valor de x y y.

Como <CAB = «CDB y ambos comparten el segmento CB, entonces A, B, C,
D estdn sobre una misma circunferencia.

Se debe cumplir que <BCA = <BDA, entonces x = 66°.
Y ademas se debe cumplir que <CBD = «<CAD, entonces y = 60°.




2.6 Angulo semiinscrito

P

Compara la medida de <ABP con «BOA en la siguiente figura.

B
P
A
S Se traza el didmetro QB.
Entonces, <AOQ = 2%ABO (teorema del angulo inscrito).
0
También, <AOQ = 180° — <BOA (angulo suplementario). Q B
Luego 2 < ABO = 180° — XBOA, es decir, <ABO = 90° —‘132& . lp
A

Por lo tanto, <PBA = <IBZOA , 0 bien ¥BOA = 2xPBA (por angulo complementario, ya que PB L BO).

-

C El dngulo formado por una tangente y una cuerda de la circunferencia se llama: angulo semiinscrito.

En una circunferencia la medida de un angulo semiinscrito, es igual a la mitad de la medida del angulo
central, que subtiende el mismo arco que la cuerda.

®Determina el valor de x para cada caso.

5 Como «BOA = 24PBA. Como «PBA = % ABOA.

Por lo tanto, x = 2(53°) = 106°. Por lo tanto, x =%8°= 69°.

f

\ Determina el valor de x para cada caso:

a) A b)




1. Dibuja una circunferencia y un punto P fuera de ella, construye con regla y compas las tangentes a la
circunferencia que pasan por el punto P.

2. Los puntos A, B, C, D, E, F, G dividen la circunferencia en 7 arcos iguales. Clasifica las figuras que se
forman uniendo los puntos indicados en cada literal.

D
E C
a) ABC b) ACDF c) ADG d) ABCDEFG
F B
G A

3. En la siguiente figura A, B, C, D estan en una circunferencia. Responde:

B
a) éCémo son los dngulos XEAB y XEDC?
b) éCémo son los dngulos XABE y XACD? ¢ Por qué?
C
A c) éCémo son los tridngulos AABE y ADCE? ¢Por qué?
D

4. Determina cuales de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos conse-
cutivos A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos haya al menos un par de cuerdas
paralelas.

a) AC = BD b) %CAB = %CDB c) AC=AD d) AABC ~ ACDA

Determina el valor de x 0 y, segun corresponda.

b) c)

B

P
A
r)
A
H A
a
Alf

N__/®




La ilustracion representa la
poblacidn en paises que son

objeto de estudio segtin sus
caracteristicas.

Desde la antigliedad, la estadistica ha sido fundamental para todas las ciencias. Se con-
solidd como una herramienta clave en la investigacion, pues permite planear, recopilar
y organizar informacion sobre individuos u observaciones de un fendmeno, estudiando
caracteristicas comunes en una poblacion o muestra.

Para analizar una serie de datos no basta con conocer las medidas de tendencia central,
qgue son las que indican donde se situan la mayoria de datos, también es necesario estu-
diar las medidas de dispersidon o variabilidad, para saber qué tan proxima esta entre si la
informacion. Estas medidas tienen sus aplicaciones en las tarifas sobre servicios publicos;
temperaturas por semanas; estudios sobre comportamientos de cierta poblacién, longitu-
des recorridas por corredores, entre otros.

Al finalizar esta unidad sabrds cémo agrupar datos en una tabla de distribucién de fre-
cuencias, conoceras la media aritmética, la varianza y la desviacion tipica; para datos
agrupados y no agrupados, esto se abordara con problemas de la vida cotidiana.




1.1 Rango para datos no agrupados

P En la tabla se presenta la tarifa mensual (en ddlares) por el servicio de agua potable en dos residenciales
de San Salvador:

% Residencial 1 Residencial 2
Tarifa mensual : Tarifa mensual
Casa (en ddlares) asa (en ddlares)
1 12 1 10 ¢Coémo se calcula la media arit-
2 11 2 13 mética, mediana y moda para
datos no agrupados?

3 12 3 12

4 13 4 11

5 12 5 12

6 18 6 12

7 14

a) Calcula la media aritmética, la mediana y la moda de las tarifas de cada una de las residenciales.

b) Para cada residencial calcula la diferencia entre la tarifa mas alta y la mas baja. ¢ Cudl residencial
tiene la mayor diferencia?

N
S a) Para calcular la media aritmética () se suman todos los datos y el resultado se divide entre el nimero

de datos, la mediana es el dato que ocupa la posicion central cuando estos se ordenan de menor a
mayor y la moda es el dato con mayor frecuencia (el que mas se repite).

12+11+12+13+12+18
78 6

6
= 13

Para la residencial 1: =

La media aritmética es $13.

Los datos ordenados de menor a mayor quedan de la siguiente forma:
11,12,12,12,13,18
Por ser un nimero par de datos, la mediana es la media de los datos que ocupan las posiciones 3 y 4:

12+12 - 12
2
La mediana es igual a $12. Por ultimo, la moda es $12 para la residencial 1, pues es el dato que mas se

repite.

Para la residencial 2:
0= 10+13+12+11+12+12+14

7

= 12

La media aritmética es $12.




Los datos ordenados de menor a mayor quedan de la siguiente forma:

10,11,12,12,12,13,14

El dato que ocupa la posicién central (cuarta posicidn) es 12, es decir, la mediana de la residencial 2 es
igual a $12. Finalmente, la moda es igual a $12 para la residencial 2, pues es el dato que mas se repite.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente cuadro:

Residencial 1 | Residencial 2
Media aritmética $13 $12
Mediana $12 $12
Moda $12 $12

b) Para la residencial 1 la tarifa mas alta es $18, la mas baja es $S11 y la diferenciaes 18 - 11 = 7.
Para la residencial 2 |a tarifa mas alta es $14, la mas baja es $10y la diferencia es 14 - 10 = 4.

Por lo tanto, la diferencia de la tarifa mas alta y la mas baja es mayor en la residencial 1.
N

C

Las medidas de dispersion indican qué tanto se dispersan o agrupan los datos con respecto a su media
aritmética.

El rango es una medida de dispersion que para una serie de datos no agrupados es igual a la diferencia del
dato mayor y el dato menor. Al rango también se le Ilama amplitud. En el Problema inicial, las tarifas de la
residencial 1 se encuentran mas dispersas, ya que el rango es mayor.

1. Observa los datos no agrupados de las series Ay B. ¢éEn Gern A || Safe B
cudl serie los datos estan mas dispersos? 1 203 20.9
2 20.8 20.5
3 21.0 24.0
4 20.5 29.5
5 211 21.0
6 20.2 19.1
7 20.4 16.4

2. Maria registra la temperatura en dos semanas diferentes, obteniendo los resultados de la derecha.

a) Calcula la media aritmética, la mediana'y e T
la moda de cada semana. - -
Dia Temperatura Dia Temperatura
b) Calcula el rango de cada semana, éen cudl domingo 32 domingo 35
de ellas los datos estan mas dispersos? lunes 31 lunes 34°
martes 29° martes 32°
miércoles 30° miércoles 30°
jueves 30° jueves 30°
viernes 29° viernes 27°
sabado 29° sabado 25°




1.2 Desviacion respecto a la media

P

En las series de datos de la tarifa mensual por el servicio

B T —" de agua potable en dos residenciales de San Salvador, se
Casa | Tarifa mensual Casa | Tarifamensual | OPtuVO lo siguiente:
(en ddlares) (en dolares) ; ; ; ;
1 n 1 10 Residencial 1 | Residencial 2
5 1 5 13 Media aritmética S13 S12
3 12 3 12 Mediana $12 $12
4 13 4 11
5 12 5 12 a) éCudl de las medidas; media o mediana, consideras
6 18 6 12 puede ser mads representativa para cada distribucidon?
7 14

b) En ambas series, encuentra las diferencias de cada
dato y su media aritmética, ¢cdmo se relacionan estas
diferencias con la dispersion?

S

a) Para la residencial 1: la mayoria de los datos son menores a $13, que es el valor de la media. Esto es
debido a que la media se ve afectada por el sexto dato ($18) que difiere considerablemente de los
demas; entonces, para esta distribucién la mediana puede ser un dato mas representativo.

Para la residencial 2: tanto la media como la mediana tienen el mismo valor, puede tomarse cual-
quiera de los dos como dato mas representativo de la distribucion.

b) En la tabla se presentan las diferencias de Residencial 1 Residencial 2
cada uno de los datos y la media: % X~y 2 X—l
12 12-13=-1 10 10-12=-2
11 11-13=-2 13 13-12=1
12 12-13=-1 12 12-12=0
13 13-13=0 11 11-12=-1
12 12-13=-1 12 12-12=0
18 18-13=5 12 12-12=0
14 14-12=2

Sin tomar en cuenta los signos negativos, las diferencias reflejan la distancia de cada uno de los datos a
su media aritmética. Lo anterior puede observarse mejor en los siguientes esquemas:

Residencial 1 Residencial 2
18
18 .
\ 1E
17 : 1
' 14
16 L 13 5
+5 13 #24—
15 T 12 12 12 /
| Media > 12 —
14 + -1
1B / 11
Media > 13— - 11
-1 10—
12—
12 12 12 I
11
1




En ellos se observa que los datos de la residencial 2 se encuentran a menor distancia con respecto a su
media aritmética ($12); mientras que en los datos de la residencial 1, el Gltimo de ellos esta relativa-
mente lejos de su media aritmética ($13).

C En una distribucidn, a la diferencia de cada uno de los datos (x) y su media aritmética (u) se le llama
desviacion respecto a la media (o simplemente desviacion), se simboliza por x - | e indica la diferencia
de cada uno de los datos a la media aritmética. La suma de todas las desviaciones se simboliza por
>(x — n) y siempre es igual a cero:

Suma de todas las desviaciones = 0
es decir,

Y(x-p)=0

®Utilizando el Problema inicial, verifica que la suma de todas las desviaciones con respecto a la media es

cero.
Residencial 1

18

17

16

15

14

Media - 13— -
12

11

11

En el esquema puede notarse que el valor absoluto de la suma de las distancias negativas es igual al de
la positiva, haciendo que el resultado sea cero. También puede hacerse el cdlculo:

Yx-p)=(-1)+(-2)+(-1)+0+(-1) +5
=-1-2-1-1+5
=-5+5
=0

En la siguiente tabla se presentan tres series de datos no agrupados.

Completa cada una de las tablas y Serie A Serie B Serie C
con base en las desviaciones, respec- x |x-p x |x-p x |x—p
to a la media responde: 15 3 15
. (el s 4 9
¢En cudl distribucion los datos se en- . . o
cuentran mas dispersos con respecto
. 3 7 10
a la media?
2 5 7
Media Media Media
Mediana Mediana Mediana
Rango Rango Rango




1.3 Varianza para datos no agrupados

I Las desviaciones con respecto a la media pueden resultar complicadas de interpretar debido al signo
negativo en alguna de ellas y cuando se tienen muchos datos.

En las tablas aparecen las desviaciones respecto a la media de los datos de la clase anterior:

Residencial 1 Residencial 2

% x x-u 5% X-U
12 12-13=-1 10 10-12=-2

11 11-13=-2 13 13-12=1

12 12-13=-1 12 12-12=0
13 13-13=0 11 11-12=-1

12 12-13=-1 12 12-12=0

18 18-13=5 12 12-12=0

14 14-12=2

a) Calcula el cuadrado de cada una de las desviaciones con respecto a su media.
b) Calcula la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones del literal anterior. Esta media
aritmética se simboliza con o? (o es la letra griega sigma).

S

a) En las tablas se presentan los cuadrados de cada una de las desviaciones, en la columna (x - W)

Residencial 1 Residencial 2

x x-u (x - p)? x xX-p (o - p)?
12 [12-13=-1 |[(-1)?=1 10 |10-12=-2 |(-2)*=4
11 [11-13=-2 [(-2)’=4 13 [13-12=1 |[12=1
12 [12-13=-1 |[(-1)*=1 12 |12-12=0 |[0°=0
13 [13-13=0 [0?=0 11 [11-12=-1 |(-1)>=1
12 [12-13=-1 |(-1)9=1 12 [12-12=0 |0%=0
18 |[18-13=5 [52=25 12 |12-12=0 |0’=0

14 |14-12=2 |22=4

b) La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones del literal anterior (que se simboliza por
0?) se calcula sumando todos los resultados, de la ultima columna, de cada tabla y dividiéndolos
entre el total de datos.

Para la residencial 1: oo L¥4+1+0+1+25

6

32

6
5.33

1

4+1+0+1+0+0+4
7

Para la residencial 2: o’ =
10

7
1.43

R

~




-

La medida (0?) sirve también para calcular la dispersién de los datos con respecto a su media. Se puede
observar que cuanto mayor sean las desviaciones respecto a la media, mayor es ¢* y por consiguiente
mas dispersos se encontraran los datos.

o’ en la residencial 1 se ve afectada por la desviacion del ultimo dato cuyo cuadrado es 25, dando
como resultado que sea mayor a o de la residencial 2. Por lo tanto, las tarifas de la residencial 1 se
encuentran mas dispersas.

C A la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones se le llama varianza, se denota por oy se

calcula:
. Suma de los cuadrados de las desviaciones
Varianza = —
Numero de datos
es decir,
X(x - p)?
0’ = il
n

Donde n es el numero total de datos y | es la media aritmética de la serie de datos. En el problema
inicial, la varianza de la serie de datos de la residencial 1 es 6°= 5.33; mientras que la varianza de la serie
de datos de la residencial 2 es 02~ 1.43.

Como esta medida es sensible a cada uno de los datos de la serie, la varianza revela aspectos en la
dispersion que no refleja el rango. Cuanto mayor sea la varianza, mas dispersos se encontraran los
datos con respecto a su media aritmética y puede recurrirse a la mediana como dato representativo de
la distribucion.

En las tablas se presentan las tres series de datos no agrupados de la clase anterior.

% Serie A Serie B Serie C

X | x-p|le-pp X | x-p|(x-p)f X |x-plle-p)
15 8 15

4 9

6 6

3 7 10

2 5 7
Varianza (0?) Varianza (0?) Varianza (0?)

Completa cada una de las tablas y calcula la varianza de cada serie. Con base en ella, justifica en cual
serie los datos se encuentran mas dispersos. Compdralo con el resultado obtenido en la clase anterior.



1.4 Desviacion tipica para datos no agrupados

I Con la tarifa mensual por el servicio de agua potable, en dos residenciales de San Salvador, realiza lo

siguiente:

% a) Calcula la raiz cuadrada de la varianza de ambas series y simbolizala por o (sin el cuadrado). ¢Sigue
siendo mayor el resultado de la residencial 1 que cuenta con datos mas dispersos?
b) Coloca los datos de cada residencial como puntos sobre la recta numérica.
c) Resta y suma el respectivo valor de o a cada media aritmética. Coloca estos nimeros sobre la recta.

d) Segun lo observado en la recta, ¢cuales datos estan mas dispersos?

Residencial 1

Casa

Tarifa mensual
(en ddlares)

12

11

12

13

12

18

Qlo|u|s|w| Nk

5.33 (ddlares al
cuadrado)

Residencial 2

Casa

Tarifa mensual
(en dolares)

10

13

12

11

12

12

14

QA N|o|lu|pr|w|Nn |-

1.43 (dodlares
al cuadrado)

S

o0=V5.33
=2.31
Mientras que la raiz cuadrada de la varianza de los datos de la residencial 2 es:

o=V1.43
=1.20
El resultado de la residencial 1 sigue siendo mayor que el de la residencial 2.

a) La raiz cuadrada de la varianza de los datos de la residencial 1 es:

b) Cada punto representa uno de los datos; si dos 0 mas datos tienen el mismo valor, entonces se ubican
verticalmente sobre el valor correspondiente (los puntos rojos son los datos menores que la media,
los azules los mayores, y los negros los que tienen igual valor que la media).

c) En la serie de la residencial 1: Para conocer la cantidad de datos que quedan a una distancia o de
su media (13) se le resta y suma a i el valor de o (que es 2.31) dando como resultado 10.69 y 15.31
respectivamente. En el esquema de abajo se observa que cinco de los seis datos de la serie quedan a
una distancia de 2.31 de la media aritmética.

Media

10.69
!

15.31
N

105 11 115
-2.31

+2.31




-

En la serie de la residencial 2: Al restar y sumar o (1.20) a la media (12) se obtiene como resultado
10.8 y 13.2 respectivamente. En el esquema de abajo se observa que cinco de los siete datos de la serie
guedan a una distancia de 1.20 de la media aritmética.

Media
10.8 y 13.2
Il Il
1 105 11 115 12 125 113' 135 14
-1.20 +1.20]

d) Aparentemente no hay mucha diferencia en las dos series, sin embargo, el hecho que o sea menor
para la residencial 2 indica que los datos se encuentran a una menor distancia de su media aritmética
gue los datos de la residencial 1, y por tanto, las tarifas mensuales de la residencial 1 se encuentran
mas dispersas (esto por influencia del dato cuyo valor es $18).

C

A la raiz cuadrada de la varianza se le denomina desviacidn tipica, se denota por oy se calcula asi:
Desviacion Tipica =\/ Varianza

Suma de los cuadrados de las desviaciones
Numero de datos

A la desviacidén tipica tam-
Es decir, bién se le llama desviacién
2(x - w)? estandar.
n

o=

La desviacion tipica da un tipo de promedio de las desviaciones con respecto de la media p, 0 sea,
un promedio de las distancias de cada dato a su media aritmética, algo que no hace la varianza por
expresarse en unidades cuadradas.

Cuanto mayor sea la desviacion tipica, mas dispersos se encontraran los datos con respecto a su
media aritmética y puede recurrirse a la mediana como medida representativa de la serie de datos.
La desviacion tipica siempre es un nimero mayor que cero o igual a cero (en su defecto), nunca sera
negativo.

Con las series de datos A, By C del ejercicio de la clase anterior realiza los siguiente:

Serie A Serie B Serie C
X olx-p|(r-pf X [ x-p | (x-p) X | x-p|(c-p)
15 8 15
4 9
6 6
3 o’ 7 % 10 o?
2 (o) 5 o 7 o

a) Calcula la desviacidn tipica de cada una de las series de datos.
b) Determina, en cada serie, la cantidad de datos que quedan a una distancia de una desviacidn tipica
con respecto a su media.




1.5 Agrupacion de datos

P Carlos y Antonio trabajan en la libreria Maquilishuat. Durante 30 dias registran la cantidad de cuadernos

vendidos cada dia, obteniendo el siguiente registro:

Carlos Antonio
s |15 |23 11] 20 9 15| 5 18] 22
10| 6|9 ]10]2 13171124 | 14 tﬁf}d d"ﬂ‘l,ac""Si”a rer’rese”ta]
15| 21| 15| 16 | 34 1922231011
2018|1326/ 18 20| 12|16 28] 18
1622|2124 12 10132117/ 8
1417 ]19] 16 | 11 2120|1515

a) Clasifica el nUmero de cuadernos vendidos en 6 grupos de 5 en 5, inicia en 5 y termina en 35.
b) Organiza los grupos en una tabla y determina el total de datos en cada grupo.

S .

a) Como deben ser 6 grupos y el primero de ellos debe comenzar en 5 y el Ultimo terminar en 35,
entonces los grupos seran: de 5 a 10 cuadernos, de 10 a 15 cuadernos, de 15 a 20 cuadernos, de
20 a 25 cuadernos, de 25 a 30 cuadernos y de 30 a 35 cuadernos. Segun lo anterior, los cuadernos
vendidos por Carlos quedan clasificados de la siguiente forma:

De forma similar se clasifican los cuadernos vendidos por Antonio:

En 8 dias, Antonio

| vendié de 20225 |

15 \
13 15 20
10 17 21
e 12 18 21
§ 11 16 20
< 6 10 19 23
8 14 17 22
5 11 18 24

9 13 15 22 28

De5a10 |Del0al5|De15a20 | De20a25 | De25a30 | De30a35

16
19
17 24
11 16 21 En el grupo “de 5 a 10” se colo-
5 14 18 2 s oy contcd fnal (10
E 12 18 20 se coloca en el grupo siguiente.
13 16 21 De manera similar se hace para
9 10 15 22 los demas grupos.
6 10 15 20
5 11 15 23 26 34
De5a10 |Del0al5 | Del5a20 | De20a25 | De25a30 | De30a35




-

b) La tabla queda de la siguiente manera:

Cantidad de cuadernos Numero de dias
vendidos Carlos Antonio
5a10 3 4
10a 15 7 8
15a20 10 9 i
Este nimero representa la
20a 25 8 8 cantidad de dias en los que
252330 1 Antonio vendié de 20 a 25
30a35 1 0 cuadernos.
TOTAL 30 30

C

La tabla en que se organizan los grupos de datos de una serie tal como en el Problema inicial se llama:
tabla de distribucion de frecuencias.

A los intervalos de datos formados se les llama clases y el total de datos que corresponde a cada clase
se le llama frecuencia. Al tamafio de una clase se le llama ancho de clase y a los valores extremos limi-
tes de clase.

Por ejemplo, para la primera clase del Problema inicial los limites de clase son 5y 10, el limite inferior
es 5, el limite superior es 10 y el ancho de clase es 5. El nUmero que esta en el centro de cada clase se
llama punto medio, se denota por Pm y se determina mediante la ecuacion:

Pm = Limite superior + Limite inferior
2

El punto medio de la primera clase es: 5+10_55

2

Pm =

En dos comunidades de Morazan se hace un estudio sobre la edad de los menores de 21 afios,
obteniendo los siguientes resultados:

Comunidad 1 Comunidad 2
9 |14 | 15|14 | 19 | 16 14113 | 9 (17|15 | 9
11 |18 | 9 |12 |20 | 12 9 |14 |15 |20 | 18 | 12
12 |11 |10 | 19 | 14 | 13 13 (10| 9 |11 |10 13
15|12 | 11 | 18 | 11 | 16 16 | 12 | 12 | 11 | 10 | 13
14 | 16 | 17 | 12 | 13 | 17 18 11|14 10|19 | 9

a) Clasifica las edades de los menores de 21 afios de cada comunidad en 4 grupos de 3 en 3, inicia en
9y termina en 21.

b) Organiza los datos en una tabla de distribucién de frecuencias.

c) Con la tabla creada, agrega otra columna donde se muestre el punto medio de cada clase.



1.6 Media aritmética y rango para datos agrupados

P Carlos y Antonio trabajan en la libreria Maquilishuat. Durante un mes registran la cantidad de cuadernos
vendidos por dia, obteniendo el siguiente dato:

Cantidad de Numero de dias .
cuadernos Punto medio de f.xPm | f,xPm
vendidos Carlos (f,) | Antonio(f,) | cadaclase(Pm) | "¢ 4
5a10 3 4 7.5 22.5 30.0
10a15 8
15a20 10 9
20a 25 8 8
25330 1
30a35 1 0
TOTAL 30 30

a) Completa la tabla y calcula la media aritmética para cada una de las series de datos (de Carlos y
Antonio), équé ocurre?

b) Identifica en cada una el limite superior de la Ultima clase que posee frecuencia distinta de ceroy
el limite inferior de la primera clase que posee frecuencia distinta de cero.

c) Realiza, para cada serie, la diferencia del limite superior y el limite inferior encontrado en el literal
b. ¢En cudl serie los datos se encuentran mas dispersos?

S

a) Los valores de la tabla quedan de la siguiente manera:

Cantidad de Numero de dias Punto medio

cusdernos |7 cotos(f) | monio(r | 2S8R | S | fm
5a10 3 4 7.5 22.5 30.0
10a 15 7 8 12.5 87.5 100.0
15a20 10 9 17.5 175.0 157.5
20a 25 8 22.5 180.0 180.0
25a30 1 27.5 27.5 27.5
30a35 0 325 325 0.0
TOTAL 30 30

La media aritmética de la serie de datos de Carlos se calcula:

_ Suma de los productos fxPm
Numero de datos

22.5+87.5+175.0+180.0 +27.5+32.5
30

525
30
17.5
La media aritmética de la serie de datos de Antonio, se calcula de la misma manera que la de Carlos,
y el resultado es 16.5.




b) Para el caso de Carlos la ultima clase que posee frecuencia distinta de cero es la clase de 30 a 35, que
tiene frecuencia igual a 1 cuyo limite superior es 35, y la primera clase que posee frecuencia distinta
de cero es la clase de 5 a 10 (tiene frecuencia 3) cuyo limite inferior es 5.

Primera clase con frecuen- (

cia distinta de cero.

distinta de cero.

(Ultima clase con frecuencia l (

De igual forma se identifican las dos clases para el caso de Antonio:

Primera clase con
frecuencia distinta
de cero.

Ultima clase con frecuen-
cia distinta de cero.

-

Cantidad de cuadernos Ndmero de dias
vendidos Carlos (fc)
5a 10 3 )
10a 15 7
15a20 10
20a 25 8
25a30 1
30a35 1 )
TOTAL 30

Cantidad de Numero de dias
cuadernos vendidos Antonio (f,)
C 5a10 4 )
10a 15 8
15220 9
20a25 8
( 25a 30 1 )
30a35 0
TOTAL 30

c) Para la serie de Carlos la dife-

renciaes: 35-5=30.
Y para la serie de Antonio la di-
ferencia es: 30 - 5 = 25.

Por lo tanto, los datos de la
serie de Carlos se encuentran
mas dispersos.

~

C El rango para una serie de datos agrupados es la diferencia del limite superior de la tGltima clase con
frecuencia distinta de cero y el limite inferior de la primera clase con frecuencia distinta de cero. La
media aritmética para series de datos agrupados se calcula asi:

_ Suma de los productos fxPm

Numero de datos

En un centro escolar se registra el tiempo, en minutos, que los estudiantes de octavo y noveno grado
miran television al dia, los datos se muestran en la siguiente tabla de distribucién de frecuencia:

Minutos 8° grado (f)) 9° grado (f,) Pm fxPm fxPm
30a40 0 3 35 0 105
40a 50 10 8

50 a 60 11 9

60a 70 12 12

70a 80 11 10

80290 6 8

TOTAL 50 50

a) Completa la tabla, encuentra la media aritmética para cada una de las series de datos y comparalas.
b) Comparando los rangos, determina en cudl serie los datos se encuentran mas dispersos.



1.7 Varianza para datos agrupados

P En la tabla aparecen los datos correspondientes a la cantidad de cuadernos vendidos por Carlos durante

30 dias:
g Numero de dias i
% Cantldzi/(l:;;l;zdernos Carios (1) Pun'z;nr:)edlo fx Pm Pm-pu | (Pm-p) | f(Pm-y)

5a10 3 7.5 22.5 -10 100 300
10a 15 7 12.5 87.5

15a20 10 17.5 175.0

20a 25 22.5 180.0

25230 27.5 27.5

30a35 32.5 32.5

TOTAL 30

Media aritmética (p) 17.5
a) Completa la tabla y calcula la suma de los datos de la tltima columna.
b) ¢ Cémo podrias calcular la varianza para esta serie de datos agrupados?
S a) La tabla completa se presenta a continuacién:
nti m Numero de dias | punto medi
Cantdad de cuaderms | NOT0 e tes | Puntomedic | o | Py | (P | P -
5a10 3 7.5 22.5 -10 100 300
10a 15 7 12.5 87.5 -5 25 175
15a20 10 17.5 175.0 0 0 0
20a 25 22.5 180.0 5 25 200
25a30 27.5 27.5 10 100 100
30a35 32.5 32.5 15 225 225
TOTAL 30
Media aritmética (p) 17.5

La sumatoria de los datos de la dltima columna, f(Pm - p)? es:

300+ 175+ 0+ 200+ 100+ 225=1000

b) Para calcular la varianza, basta dividir entre el nimero total de datos el resultado de la suma
calculada en el literal a), es decir:

o= 1000 Igual que en las series de datos no
30 agrupados, la varianza se encuentra
expresada en unidades cuadradas. Para

este caso serian “dias al cuadrado”.

= 33.33

Por lo tanto, ¢%= 33.33.




C La varianza de una serie de datos agrupados se calcula de la siguiente forma:

es decir,

0—2 =

Varianza =

Suma de los productos f (Pm - p)’

T f(Pm - p)’

n

Numero de datos

Donde n es el nimero total de datos, X es el simbolo de sumatoria, f es la frecuencia de cada clase,
Pm es el punto medio de cada clase y u es la media aritmética de la serie de datos.

Cuanto mayor sea lavarianza, mas dispersos se encontraran los datos con respecto a su media aritmética.

1. Completa la tabla y calcula la varianza para la cantidad de cuadernos vendidos por Antonio. Luego
determina en cual serie los datos se encuentran mds dispersos, comparando las varianzas.

Cantldavde:ji;zidernos Nimnf:r)ﬂge(}g)las Pu”;‘;nr:)ed'o fxPm | Pm-p | (Pm-yp) |fiPm-p)
5a10 4 7.5 30.0 -9 81 324
10a15 8 125 100.0
15a20 9 17.5 157.5
20a 25 8 225 180.0
25a30 1 27.5 27.5
30a35 0 32.5 0.0
TOTAL 30
Media aritmética (p) 16.5

2.Conlas series de datos agrupados de las dos comunidades de Morazan de la clase 5 realiza lo siguiente:

a) Completa la siguiente tabla y calcula la varianza de los datos de la comunidad 1:

Edad en afios Caz::]audn::ldi:elrs(;lr)\as Pun;c;rr;;edlo fxPm | Pm-u | (Pm-u)y| f(Pm-p)
De9a12 7 10.5 73.5 -4 16 112
De12a 15 11 135 148.5
De 15218 7 16.5 1155
De18a21 5 19.5 97.5
TOTAL 30
Media aritmética () 145

b) Elabora una tabla como la anterior para la comunidad 2 y calcula la varianza de sus datos.
c) Con base a lo anterior responde, éen cudl comunidad los datos se encuentran mas dispersos?




1.8 Desviacion tipica para datos agrupados

P

S

Calcula la desviacion tipica de la serie de datos correspondientes a la cantidad de cuadernos vendidos
por Carlos y Antonio durante 30 dias y justifica en cudl de ellas los datos se encuentran mas dispersos.

% Cantidad de cuadernos Numero de dias
vendidos Carlos (f,) | Antonio (f,)
5a10 3 4
10a15 7 8
15a20 10 9
20a 25 8 8
25a30 1
30a35 1 0
TOTAL 30 30
Media aritmética (p) 17.5 16.5
Varianza (0?) 33.33 29

Para datos agrupados en clases, la desviacion tipica sigue siendo igual a la raiz cuadrada de la varianza.

Para la serie de datos de Carlos:
o= V33.33

= 5,77

Y para la serie de datos de Antonio:
o= V29
= 5.39

Como la desviacion tipica de la distribucién de Carlos es mayor a la de Antonio, se concluye que los da-
tos de la distribucion de Carlos se encuentran mas dispersos, con respecto a su media aritmética 17.5.

~

La desviacion tipica de una serie de datos agrupados se calcula:

Desviacion tipica = \/varianza

Es decir, . S APm -y
n

Donde n es el nimero total de datos, X es el simbolo de sumatoria, f es la frecuencia de cada clase, Pm
es el punto medio de cada clase y | es la media aritmética de la serie de datos. Tanto para datos agru-
pados como no agrupados, la desviacién tipica siempre es un nimero mayor que cero o igual a cero (en
su defecto), nunca sera un numero negativo.

Con base al ejercicio 2 de la clase anterior. Calcula la desviacidn tipica (o) de las series de datos agru-
pados de las dos comunidades de Morazan y responde con base a esta medida, éen cual comunidad los
datos se encuentran mas dispersos?



1. Los siguientes datos representan las estaturas de 8 estudiantes en centimetros:
163, 162, 164, 163, 164, 162, 161, 185.

a) Calcula la media aritmética, la mediana y el rango de la serie de datos.
b) éCudl de las medidas, media o mediana, escogerias para representar la distribucién? Justifica
tu respuesta.

2. Con los datos presentados en la siguiente tabla, determina cudles de las series de datos B, Cy D
tienen igual desviacion tipica que la serie de datos de A. Justifica tu respuesta.

A B @ D
25 30 | 355 | 28
24 29 | 345 | 27
25 30 | 35,5 | 28
26 31 | 365 | 29
23 28 | 335 | 26
21 26 | 315 | 21
25 30 | 355 | 28
24 29 | 345 | 27
23 28 | 335 | 23
22 27 | 325 | 22

3. Observa las siguientes series de datos no agrupados:

Serie A Serie B
1 30 1 18
2 25 2 20
3 11 3 19
4 20 4 21
5 14 5 22
6 26

a) Calcula las desviaciones respecto a su media aritmética de cada serie y la desviacidn tipica.
b) Comparando las desviaciones tipicas, determina en cual serie los datos se encuentran mas disper-
SOs.

4. Los siguientes datos representan el peso en libras de 9 personas que trabajan en una oficina.
160/,200/,1641,13017,1401,162 [,161 1,185 [, 154 1.

a) Calcula la media aritmética, la mediana y el rango de la serie de datos.
b) éCudl de las medidas, media o mediana, escogerias para representar la distribucién? Justifica
tu respuesta.



}.10 Practica lo aprendido

1. Una tienda de ropa tiene dos sucursales A y B. En 100 dias registran la cantidad de clientes atendidos
en cada sucursal, los datos se presentan en la siguiente tabla:

Cantidad de Cantidad de dias
clientes Sucursal A Sucursal B
50a 60 15 17
60a70 20 21
70a 80 24 27
80a90 22 20
90a 100 19 15

a) Calcula la varianza para cada una de las sucursales.
b) Con base a la varianza, éen cudl sucursal los datos se encuentran mas dispersos?

2. Se realizd un estudio sobre el peso, en libras, de los estudiantes de noveno grado de un centro
escolar. Los resultados se presentan en la siguiente tabla:

Peso en libras Seccién A Seccién B
120a 130 7
130 a 140 12 9
140 a 150 13 12
150 a 160 10 14
160a 170 8 10

Utiliza la desviacidn tipica para determinar en cual de las secciones los pesos se encuentran mas
dispersos, con respecto a su media aritmética.

3. La estatura en pulgadas de cierto grupo de personas se muestra en la siguiente tabla. Sabiendo que

L=67.45
Estatura f Pm
60-62 1 61
62 - 64 4 63
64 - 66 8 65
66 - 68 30 67
68 -70 37 69

a) Calcula la varianza.
b) Calcula la desviacion tipica.

.




2.1 Desviacion tipica de una variable, mas una constante

P
==

EnunaempresaseaumentaS$50alsalariode 10trabajadores;
en la tabla de la derecha se muestran los salarios anteriores
y el salario actual.

a) éCudl es la media aritmética de ambas series de datos?

b) Calcula la desviacion tipica para ambas series de datos
y comparalas, équé ocurre?

c) éQué pasaria con la desviacién tipica de los datos del
salario actual si el aumento fuera de $60?

Salario Salario
Trabajador | anterior (en actual (en
ddlares) ddlares)
1 485 535
2 488 538
3 486 536
4 489 539
5 486 536
6 485 535
7 488 538
8 487 537
9 500 550
10 486 536

S

a) La media aritmética de los salarios anteriores se calcula:

W= 485 + 488 + 486 + 489 + 486 + 485 + 488 + 487 + 500 + 486

10
= 488

$488 y sus respectivos cuadrados:

Si a los datos de una serie A se
les suma una constante dando
como resultado otra serie B, en-
tonces la media de B es igual a
la media de A mas la constante.

Trabajador Sa(f:zglgtzg)or X-u (= p)?
1 485 -3 9
2 488 0 0
3 486 -2 4
4 489 1 1
5 486 -2 4
6 485 -3 9
7 488 0 0
8 487 -1 1
9 500 12 144
10 486 -2 4

Media () 488

De manera similar se calcula la media aritmética de los salarios actuales, cuyo resultado es 538. Por
lo tanto, la media aritmética de los salarios anteriores es $488 y la de los salarios actuales es $538.

b) En la tabla se muestran las desviaciones, de los salarios anteriores, con respecto a su media aritmética




Luego, la desviacidn tipica se calcula:

o= \/9+o+4+1+4+9+o+1+144+4

10
- ,,ﬁ

= N0

=4.2

De manera similar se calcula la desviacidn tipica de los salarios actuales, cuyo resultado también es 4.2;
es decir, la desviacion tipica a diferencia de la media aritmética, no se vio afectada al sumar 50 a cada
uno de los datos.

c) Si el aumento fuera de S60, entonces la desviacion tipica seria igual a la calculada para el salario an-
terior, o sea 4.2.

-

C

Si a cada uno de los datos de una distribucidn A se les suma la misma constante ¢ (c es un nimero cual-
quiera) dando como resultado otra distribucién B, entonces la desviacidn tipica de la distribucién B es
igual a la desviacidn tipica de la distribucion A.

1. Observa la tabla con dos series de datos A y B, é{tienen ambas distribuciones la misma desviacion
tipica? Justifica tu respuesta y calcula el valor de la misma.

% Serie A Serie B
25.1 371

1

2 26.4 38.4
3 27.5 39.5
4 20.7 32.7
5 21.2 33.2

2. En la residencial Centroamérica aumentaran $5 a la tarifa mensual por el servicio de agua potable.
¢Cudl serd el valor de la desviacion tipica de la distribucion teniendo en cuenta este cambio?

Casa Tarifa a cancelar (en ddlares)
10.50
10.60
12.20
11.50
12.90
11.40
12.60
12.50
11.30
35.50

[y

O |0 |IN || |HB~ | W (N

[E
o




2.2 Desviacion tipica de una variable multiplicada por una constante

I Cinco corredores deciden que para el mes de febrero aumentaran al doble las longitudes que recorren
cada semana para entrenar. En la tabla se presenta la longitud recorrida en enero y la longitud que se
recorrera en febrero.

a) Calcula la desviacién tipica de ambas series de datos.

b) Efectua el cociente entre la desviacidn tipica de febrero y la desviacién tipica de enero, écual es la
relacidon entre ambos datos?

Corredores Longitud recorrida en metros
Enero Febrero
1 150 300
2 160 320
3 145 290
4 165 330
5 150 300

S a) Para calcular la desviacidn tipica es necesario tener la media aritmética de cada serie de datos. Para

enero la media es:
— 150 +160+ 145+ 165 + 150

5

1 =154.

Se calculan los cuadrados de las desviaciones con respecto a la media aritmética 154 m, los resultados
se presentan en la siguiente tabla:

Corredores Enero xX—u (x—p)?
1 150 -4 16
2 160 6 36
3 145 -9 81
4 165 11 121
5 150 -4 16
Media (p) 154

16+36+81+121+16

5
[z
5

=7.35

La desviacidn tipica de enero es 7.35.

Para los datos de febrero: como las longitudes se han aumentado al doble, (se han multiplicado por 2)
entonces la media aritmética de febrero también aumenta al doble, o sea 308 m. La desviacidn tipica
se calcula de manera similar a la de enero, dando como resultado 14.7.




b) El cociente es:
Desviacion tipica de febrero _ 14.7 _ 2

Desviacion tipica de enero 7.35

Es decir, la desviacion tipica de febrero es el doble de la desviacion tipica de enero. Cuando los datos se
multiplican por un nimero positivo, la desviacion tipica también se multiplica por ese nimero.

-

C Si a cada uno de los datos de una distribucién A se les multiplica por la misma constante ¢ (c es un
numero positivo), dando como resultado otra distribucion B, entonces la desviacion tipica de la distri-
bucion B es igual a multiplicar la desviacidn tipica de la distribucion A por la constante c.

1. En la tabla de abajo se presentan tres series de datos:

a) éCudl es el numero por el que se tienen que multiplicar los datos de la serie A para obtener la serie
B?, éy para obtener la serie C?

b) Calcula la desviacion tipica de la serie A, con base a ella calcula la desviacién tipica de las series B
y C.

A B C
125 | 1875 | 5.0

11.0 | 16.5 4.4

115 | 17.25| 4.6

12.8 | 19.2 | 5.12

12.2 | 18.30 | 4.88

2. En una serie de datos, la media aritmética de la distribucion es 35 y la desviacion tipica es 17.07; si
cada uno de los datos se reduce a la mitad, ¢cual serd el valor de la nueva desviacidn tipica?

3. Una libreria registra la cantidad de libros vendidos, de lunes a viernes, durante dos semanas.
a) ¢Cual es el nimero por el que se tienen que multiplicar los datos de la semana 1 para obtener los

de la semana 2°?
b) Calcula la desviacidn tipica para ambas semanas.

Cantidad de libros vendidos
Dias
Semana 1l Semana 2
lunes 8 24
martes 9 27
miércoles 5 15
jueves 7 21
viernes 11 33




Material complementario

Se presenta el siguiente recurso para que pueda servir como apoyo en algunas clases de este libro. Este
material no es para recortar, sino para sacar fotocopias en caso de que sea necesario.

UNIDAD 1: Multiplicacion de polinomios

Figuras que se pueden utilizar para las siguientes clases: 1.1, 2.1, 3.1, 3.3, 3.5

Unidad 8




UNIDAD 1: Multiplicacion de polinomios

Figuras que se pueden utilizar para las siguientes clases: 1.1, 2.1, 3.1, 3.3, 3.5

Clase: 1.2 Clase: 2.2
// ,’I
// /
I ,’
/ /
1 1
i X
X !
| \
1 1
1 ]
1 \
1\ \
\ \
\ \
\ \
\\\ \\\
>
Il”_: ‘Il/
1 a
‘\\\_ I‘\
N /”\ ! \\\
S T AN 1 / Ry N
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Clase: 2.7 Clase: 3.6
/ ,' ______
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! ]
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\ \
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UNIDAD 4: Funcidn cuadratica de la formay = ax*+ ¢
Figuras que se pueden utilizar para las clases:

14,15,18,19,2.1,2.2,2.3

N
]
A4

10 9 8 -7 6 -5 -4 -3 2 -

Clase: 1.6

101

N
A\

12 10 8 6 4 2 O 2 4 6 8 10 12 14

Unidad 8




UNIDAD 5: Figuras semejantes

Figuras que se pueden utilizar:

Clase 1.3 Clase 1.4
A /‘
Ef
4 cm D /
A /
4
B 4cm C h
B
Clase 1.4 Clase 1.5
L
/ Y3
J K %




UNIDAD 5: Figuras semejantes

Figuras que se pueden utilizar:

Clase 5 Clase 5
S
3}
D
A
B C Q R
Clase 1.6
A
D
B
C

o0
o
©
2
[=
>




UNIDAD 6: Teorema de Pitagoras
Figuras que se pueden utilizar:

clase 1.1

clase 1.4




UNIDAD 7: Angulo inscrito y central

Figuras que se pueden utilizar:

clase 1.4
P
v 5
A
clase 1.7
P
C
B
D

clase 1.5

clase 2.1

(]
©
©
=
c
>




UNIDAD 7: Angulo inscrito y central
Figuras que se pueden utilizar:

Clase 2.2

Clase 2.4

Clase 2.3

Clase 2.6
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